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Resumen

Resumen

El presente trabajo de investigacion presenta una alternativa para determinar las soluciones
aproximadas de las Ecuaciones Integrales de Fredholm de Segunda Especie usando la cua-
dratura de Clenshaw-Curtis. El uso de esta cuadratura garantiza la aproximacién numérica de
integrales definidas, y en particular para este trabajo de investigacion permite transformar la
Ecuacion Integral de Fredholm de segunda especie en un sistema de ecuaciones algebraicas
con coeficientes desconocidos, esto es debido a que la integral definida presente en la Ecuacion
Integral de Fredholm se discretiza, con ayuda del uso de los polinomios de Chebyshev y sus
propiedades, lo que facilita su implementacién computacional. Y para determinar la solucion
aproximada de la Ecuacion Integral de Fredholm de Segunda Especie, realizar la comproba-
cion numérica, determinacion del error y representaciones graficas se recurre al uso del sistema
de algebra computacional Mathematica, el cual tiene la capacidad para manejar tanto célculos
simbolicos como numéricos que son fundamentales para explorar diferentes configuraciones de
las Ecuaciones Integrales de Fredholm de segunda especie y evaluar el uso de la cuadratura de
Clenshaw-Curtis para la solucion de las Ecuaciones Integrales de Fredholm.

PALABRAS CLAVE: Ecuacién integral, Ecuacion integral de Fredholm, Cuadratura,Cuadratura

de Clenshaw-Curtis, polinomios de Chebyshev, Mathematica.




Abstract

Abstract

The present research presents an alternative to determine the approximate solutions of the se-
cond species Fredholm Integral Equations using the Clenshaw-Curtis quadrature. The use of
this quadrature guarantees the numerical approximation of definite integrals, and in particular
for this research it allows transforming the second species Fredholm Integral Equation into a
system of algebraic equations with unknown coefficients, this is because the definite integral
present in the Fredholm Integral Equation is discretized, with the help of the use of Chebyshev
polynomials and their properties, which facilitates its computational implementation. And to de-
termine the approximate solution of the Second Species Fredholm Integral Equation, perform
numerical verification, error determination and graphical representations we resort to the use
of the Mathematica computer algebra system, which has the capability to handle both symbolic
and numerical calculations that are fundamental to explore different configurations of the Se-
cond Species Fredholm Integral Equations and evaluate the use of Clenshaw-Curtis quadrature
for the solution of the Fredholm Integral Equations.

KEYWORDS: Integral Equation, Fredholm Integral Equation, Quadrature, Clenshaw-Curtis

Quadrature, Chebyshev polynomials, Mathematica.
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Abstract

Introduccion

En el desarrollo de la matematica, de manera particular el andlisis funcional, la solucion de
ecuaciones integrales ha sido un tema de investigacion, dada sus aplicaciones en diferentes
areas como la fisica, la biologia, las finanzas y la ingenieria. La complejidad de las ecuaciones
integrales, especificamente las ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, han moti-
vado la busqueda continua de diferentes métodos analiticos y numéricos que permitan enfrentar

este desafio matematico.

La presente investigacion se basa en la aplicacion de una cuadratura, en particular la cuadratu-
ra de Charles Clenshaw y Arthur Curtis, también denominada cuadratura de Clenshaw-Curtis,
como un método numérico para la solucion de ecuaciones integrales de Fredholm de segun-
da especie. Esta posibilidad se destaca por su capacidad para abordar funciones oscilatorias,

presentando una alternativa en comparacion con otras cuadraturas.

La aplicacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis ha demostrado su eficacia en diversos con-
textos numéricos; sin embargo, su aplicacion especifica en la resolucion de ecuaciones integra-
les de Fredholm de segunda especie requiere una investigacion detallada. Esta eleccion se basa
en la necesidad de abordar de manera eficiente la complejidad presente en las ecuaciones inte-
grales de Fredholm. Para la implementacion y evaluacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis,
se empleard el sistema de algebra computacional, Mathematica. La eleccion de este software
es debido a la versatilidad y capacidad para realizar calculos simbolicos y numéricos. La com-
binacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis y Mathematica facilita la implementacion del
método, y también permite una exploracion mas detallada de las propiedades matematicas en

la resolucion de ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie.
El trabajo de investigacion consta de cuatro capitulos.

En el Capitulo 1, se presenta el planteamiento del problema, también de la formulacion del

problema,los objetivos de la investigacion y la justificacion.

El Capitulo II, contiene el marco tedrico conceptual, en el que se establecen todos los prelimi-

nares teoricos a usarse, como las ecuaciones integrales.

XII



Abstract

El Capitulo III, detalla el uso de los polinomios de Chebyshev y su aplicacion en la cuadratura

de Clenshaw-Curtis.

El Capitulo IV, se compone del desarrollo tedrico de la cuadratura de Clenshaw-Curtis y sus
propiedades, también la aplicacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis a la solucion de Ecua-
ciones Integrales de Fredholm de segunda especie y la verificacion numérica de la aplicacion

usando el software Mathematica.

XIIT



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

CAPITULOI:
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Planteamiento del problema

1.1.1 Situacién problematica

El Analisis funcional, rama fundamental de las matematicas, se desarroll6 en la primera mitad
delsiglo X X gracias a las investigaciones de Maurice Frechet, Stefan Banach y David Hilbert El
analisis funcional abarca las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, analisis numérico,
calculo de variaciones, teoria de aproximacion y ecuaciones integrales. Los ejemplos represen-
tativos e influyentes en el desarrollo del Anélisis Funcional, son las ecuaciones Integrales. A
lo largo del siglo XIX se plantearon algunas ecuaciones Integrales particulares, vinculadas con
la fisica. Las primeras investigaciones sobre el estudio de estas ecuaciones, fueron obtenidos
Vito Volterra e Ivar Fredholm. En la matematica aplicada, las soluciones analiticas son busca-
das, tales expresiones proporcionan una representacion completa de un determinado conjunto
de informacion y permiten un entendimiento cualitativo de como la solucidn varia con la infor-
macion, pero este tipo de solucion analitica es raramente posible,debido a la complejidad de las
expresiones, consecuentemente se debe de buscar métodos alternativos para obtener soluciones

aproximadas.

1.1.2 Formulacién del problema

Los matematicos mas importantes en el desarrollo de las ecuaciones integrales son Vito Volterra,
Erick Ivar Fredholm, junto con David Hilbert. En la actualidad las Ecuaciones Integrales, en
forma particular las Ecuaciones Integrales de Fredholm de segunda especie se encuentran en
muchas areas de la matematica aplicada y de la fisica, estas ecuaciones ofrecen una técnica
para resolver una gran variedad de problemas practicos y entre estos existen problemas que no
pueden resolverse explicitamente mediante métodos analiticos, motivo por el cual nace el interés
de usar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para resolver ecuaciones integrales de Fredholm de

segunda especie de forma aproximada.
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1.1.2.1 Problema general

(Serd posible aplicar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para resolver Ecuaciones Integrales de

Fredholm de Segunda Especie?.

1.1.2.2 Problemas especificos

1. (Existen restricciones del uso de la cuadratura de Clenshaw—Curtis?.

2. (Es posible establecer un procedimiento del uso de la cuadratura de Clenshaw—Curtis en

las ecuaciones integrales de Fredholm?.

3. (Esposiblerealizar la comprobacién numérica del uso de la cuadratura de Clenshaw—Curtis,

usando un sistema de algebra computacional?.
1.1.3 Objetivos de la investigacion

1.1.3.1 Objetivo general
Aplicar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para resolver Ecuaciones Integrales de Fredholm de
Segunda Especie.
1.1.3.2 Objetivos especificos
1. Determinar las condiciones del uso de la cuadratura de Clenshaw-Curtis.

2. Proponer un procedimiento del uso de la cuadratura de Clenshaw-Curtis en las ecuaciones

integrales de Fredholm.

3. Implementar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para la comprobacion numérica, usando

el sistema de algebra computacional.
1.2 Hipotesis
1.2.1 Hipdtesis general

El desarrollo y estudio la cuadratura de Clenshaw-Curtis, permiten resolver ecuaciones integra-

les de Fredholm de segunda especie.
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1.2.2 Hipotesis especificas
1. Se establecen las condiciones del uso de la cuadratura de Clenshaw-Curtis.

2. Es posible desarrollar el procedimiento del uso de la cuadratura de Clenshaw-Curtis en

las ecuaciones integrales de Fredholm.

3. Es posible implementar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para la comprobacion numéri-

ca, usando el sistema de algebra computacional.

1.2.3 Justificacion de la investigacion
1.2.3.1 Justificacion

El presente trabajo de investigacion se desarrolla con el proposito de contribuir con el estudio y
desarrollo de la Teoria de ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, ademas en la
actualidad se sabe que los sistemas algebraicos computacionales han contribuido en los proce-
sos de aprendizaje y ensenanza de las matematicas permitiendo investigar computacionalmente
problemas complicados, en este sentido también el trabajo pretende implementar la solucion de
ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, usando el sistema algebraico compu-

tacional Mathematica 13.

1.2.4 Antecedentes de la investigacion

a) Abbot, P. (2002), Tricks of trade. The Mathematica ® Journal (2002), Paginas 4-7.
Este articulo describe como un sistema algebraico computacional tal como Mathematica
puede ser usado para construir la solucion numérica de la ecuacion integral de Fredholm
unidimensional (ecuacion de Love), para la construccion de la solucion numérica se hace

uso de los nodos de Chebyshev y de la integracion numérica implementada en Mathematica.

b) Barazon, E. (2015). Cuadratura de Clenshaw-Curtis. Aplicaciones en Finanzas, Espaa [Te-
sis Grado en Matematicas, Universidad de Valladolid. Facultad de Ciencias]. Repositorio
documental de la Universidad de Valladolid. http://uvadoc.uva.es/handle/10324/13416

El trabajo revisa los resultados mas importantes sobre la cuadratura numérica de Clenshaw-
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d)

Curtis y explica como puede ser utilizada para resolver problemas en finanza computacional.
En dicho trabajo se introducen algunas nociones basicas sobre la cuadratura interpolatoria
y, en particular, sobre la cuadratura Gaussiana. Posteriormente, se construye la cuadratura

de Clenshaw-Curtis y finalmente se describe un algoritmo.

Barden, J. (2013). Algoritmo modificado de la cuadratura de Clenshaw-Curtis, Estados Uni-
dos [Tesis Grado en Matematicas, Worcester Polytechnic Institute]. Repositorio Electronic
Theses and Dissertations. https://digitalcommons.wpi.edu/etd-theses/265.

El trabajo presenta un método modificado de integracion numérica para una funcion sobre
el intervalo finito [—1, 1], similar a la regla de cuadratura de Clenshaw-Curtis, este nue-
vo algoritmo se basa en expresar el integrando como una expansion de los polinomios de
Chebyshev del segundo tipo. EI método modificado luego se contrasta con su predecesor

Clenshaw-Curtis.

Loayza , N. (2012), Solucion analitica y numérica de Ecuaciones Integrales lineales de
Fredholm no homogéneas de segunda especie. [Tesis, Universidad Nacional de San An-
tonio Abad del Cusco]. Repositorio documental de la Universidad Nacional de San Antonio
Abad del Cusco. http://hdl.handle.net/20.500.12918/876

Este trabajo presenta la comparacion de diferentes métodos de solucion de ecuaciones inte-
grales de Fredholm de segunda especie, tales como: Método de las Aproximaciones Sucesi-
vas, el Método del Nucleo Separable y el Método de la Cuadratura de Gauus, la implemen-

tacion de los métodos de solucion fue realizada en el programa Mathematica 6.0 .

Aguilar, B., Rojas, E. (2014). Solucion de las ecuaciones diferenciales parciales utilizan-
do las ecuaciones integrales [Tesis, Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cus-
co]. Repositorio documental de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco.
http://hdl.handle.net/20.500.12918/1461

Este trabajo presenta el nexo existente entre las ecuaciones integrales de Fredholm y las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y se hace una exposicion detallada de co-
mo estas tltimas ecuaciones son resueltas a través del uso de las ecuaciones diferenciales

ordinarias, las funciones de Green y las ecuaciones integrales.
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1.3 Metodologia

En el presente trabajo se uso el Método Analitico-Aplicativo, porque se analizaron las ecuacio-
nes Integrales de Fredholm de Segunda especie, los tipos de nucleo de la ecuacion para luego

aplicar el Cuadratura de Clenshaw Curtis.

1.3.1 Tipo de investigacion

Este trabajo pertenece al tipo de investigacion Descriptiva puesto que en el presente se describen
definiciones basicas, importantes y necesarias para un buen desarrollo de los temas considerados
y explicativo porque se trabaja con la cuadratura de Clenshaw-Curtis, en la que se busca explicar
las ventajas y desventajas que ofrece este método en la solucién de ecuaciones integrales de

Fredholm.

1.3.2 Nivel de investigacion

De acuerdo a la naturaleza de estudio de la investigacion es la usual en investigaciones mate-
maticas es de nivel basico, descriptiva porque permite describir ciertos aspectos de la realidad,

que permite describir sucesos.

1.3.3 Disefio de investigacion

La investigacion corresponde a un disefio no experimental, de cardcter descriptivo, en la que se
estudia la teoria necesaria y basica concerniente a las ecuaciones integrales; ademas de la teoria
relacionada cuadratura de Clenshaw Curtis, que servira para ampliar el estudio de las soluciones
de las ecuaciones integrales de Fredholm de Segunda especie. Ademas, se describira el proceso
de solucidn de la ecuaciones integrales de Fredholm de Segunda especie usando la cuadratura

de Clenshaw Curtis con el apoyo del software cientifico Mathematica.
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CAPITULO II:
MARCO TEORICO CONCEPTUAL

En este capitulo, se presentan definiciones bésicas y resultados fundamentales, tales como espa-
cios vectoriales, espacios normados y espacios de Hilbert, Ecuaciones Integrales de Fredholm
y Volterra, Interpolacion Polinomial e integracion numérica. Para este capitulo se consideran
textos de referencia, como Ttito y Salazar (2004), Debnath y Mikusinski (2005), Suli y Mayers
(2003) y Heister y Rebholz (2019).

2.1 Definiciones basicas

Definicion 2.1.0.1 Un espacio vectorial definido sobre el campo F es un conjunto no vacio V
provisto de dos operaciones, una definida de V xV en'V ylaotradeF XV en 'V, talque se

cumplen las siguientes propiedades:

1. x4+y=y+=x, para todo x,y € V;
2. (x+y)+z=x+4(y+2), para todo x,y,z € V;
3. Existe un elemento 0 € V tal que x +0 = x para cada x € V;
4. Para cada x €V existe —x € V tal que x + (—x) =0,
5. alzr+y) = axr+ay, para todo z,€ V y todo o € [,
6. (a+B)x = ax+ Bz, para todo x € V' y todo o, € F;
7. (af)x = a(Bx), para todo x € V y todo o, B € F;
8. lxz =z, para todox €V.
El conjunto [ es un campo algebraico. SiF =R (o F = C ) entonces V es un espacio vectorial

real (o espacio vectorial complejo). Los elementos de [ se llaman escalares, mientras que los

elementos de V' se llaman vectores.
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Definicion 2.1.0.2 Un subespacio W de un espacio vectorial V' es un subconjunto de V' el cual
es cerrado bajo las operaciones de adicion y multiplicacion escalar; esto es, para cualquier

u,v € Wy cualquier o € T, se tiene que u+ve W yauecW.

Definicion 2.1.0.3 Sea V' un espacio vectorial sobre el campo [F. Se dice que v,,v,,...v,, son
linealmente dependientes si existen escalares oi; € F, 1 <1 <n, con al menos un o distinto de

cero de modo que

> ;=0 2.1)

Definicion 2.1.0.4 Sea X un espacio vectorial sobre el campo [. Se dice que v{,v,,...v,, € X
son linealmente independientes si ellos no son linealmente dependientes, en otras palabras, si

Z?:l ov; = 0 implica que o; = 0 para todo i = 1,2,...,n donde o; € [.

Definicion 2.1.0.5 Si v,,v,,...,v,, € X, entonces el conjunto de todas las combinaciones li-
neales de vq,v,,...,v, se llama el generador de vy,v,,...,v, y se denota gen(vy,vy,...,v,,),

esto es

gen{vy,...,v,} = Zaivi/aieﬂ_,lgign (2.2)
=1

Definicion 2.1.0.6 Sea X un espacio vectorial sobre el campo . Una norma sobre X es una

Suncion |.| : X — R tal que para todo x,y € X y a € [, que cumple las siguientes condiciones:

L |z| =0y x| =0+ 2 =0;

2. x| = |af]z

3. e +yl <l + 1yl

Un espacio vectorial o simplemente espacio normado es un par (X, |.|) donde X es un espacio

vectorial y |.| es una norma en X.

Definicion 2.1.0.7 Sea X un espacio normado. Se dice que una sucesion {x,,} de elementos

de X converge a un elemento x € X y se denota por x,, — x (o por lim,,_, _x, =x), si y solo
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si, la sucesion de niimeros reales |x,, — x|| converge a cero, o sea, x,, — xr < ||x,, —x| — 0,
cuando n— > +oo Equivalentemente,

x, — x < Ve>0,In, € NT tal que |x,, — x| < €,Yn > n,.

Definicion 2.1.0.8 Sea E un conjunto no vacioy (F,|.|) un espacio normado. Se dice que una

aplicacion f: E — F es acotada si y solo si, existe una constante real k > 0 tal que

If(z)| <k, Vz €E

Definicion 2.1.0.9 Sea (X, ||.||) un espacio normado y {x,, } una sucesion de elementos de X.
Se dice que {x,,} es convergente a un elemento x € X y se denota por x,, — x si y sélo si, la

sucesion de numeros reales (||x,, — x||) converge a cero.

Definicion 2.1.0.10 Sea (X, ||.||) un espacio normado. Se dice que una sucesion {x,,} de X es
Sfundamental o de Cauchy, siy sélo si, para todo € > 0 existe ny € N tal que si m,n > n

entonces ||z, —x,| < €.

Teorema 2.1.0.1 Sea (X, |.|) un espacio normado. Si {z, } es convergente a x entonces {x,, }
es de Cauchy.

Demostracion.

Si x,, — x entonces para € > 0 existe n, € NT tal que

€

2

€

n>ny= |z, —z| < 5

ANm>ng= |z, —z| <

Luego, Si m,n > n entonces

€

2

€
l2m =20l = (@ —2) = (@, —2)| < |2 —2] +zn —2] <5 +5 =

Lo cual prueba que {x,,} es una sucesion de Cauchy.
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El reciproco del teorema (2.1.0.1) no es cierto.

Definicion 2.1.0.11 Sean (X, ||.||)y (Y,|.|) espacios normados. Se dice que la aplicacion f : X —Y

es lineal, si y solo si,verifica las siguientes propiedades:

a) flz+y)=f(z)+fly) Vz,yeX,

b) flax)=af(x) Vre XyVaeR.
Teorema 2.1.0.2 Sean (X, ||.||) v (Y,|.|) espacios normados, si f : X —Y es lineal, entonces

a) f(0)=0

b) f(—x)=—f(z), zeX

n

¢ f(Z%%) = of(x;), o €RzeX,1<i<n,
=1

=1

Demostracion.

a) Sea)e X
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), luego
f(0)—=f(0) = f(0)
f(0) = f(0)— f(0)
f(0)=0€eY.

b) Sea —x € X
f(=z)=f(-1-2)=(=1)f(z)
f(=z)=—f(z)

¢) Usando el método de induccion, se tiene:

Paran=1, f(ayzy) = aq f(zy)
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k k
i=1 =1

Paran=%k+1,
k+1
f (Z%‘%) = f Q;x; +0‘k+133k+1)
=1

O‘ixi) + f (g1 Thy1)

k
= Z%’f(l’i> a1 f (Tpir)

o
f (Zal’rl> = Zaz (xz)
=1 i=1

Definicion 2.1.0.12 (Espacio de Banach) Sea (X, ||.|) un espacio normado. Se dice que X es
completo si y solo si, toda sucesion de Cauchy en X converge a un elemento de X.

Un espacio normado y completo se llama espacio de Banach.

Definicion 2.1.0.13 Sea X un espacio vectorial sobre F =R o I = C. Un producto interno
en X es una aplicacion (,) : X x X — F que asocia a cada par de vectores x y y un escalar

denotado por (x ,y) que satisface las siguientes condiciones, para x,y,z € X ya € |

L (z,y) = (y,x),

2. (x4y,z) = (x,2) +(y,2),
3. {am,y) = alz,y),

4. (x,x) >0,

(x,x) =051y solo si x=0.

Un espacio producto interno (o espacio pre-Hilbert) es un par (X, (, )) donde (,) es un producto

interno en X.

10
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Un producto interno en X define un norma en X dada por:
|z = v/ (2, 2)

y una métrica en X dada por

d(z,y) =z -yl = (z—y,x—y).

Por tanto, un espacio producto interno es un espacio normado.

Definicion 2.1.0.14 (Ortogonalidad) Sea (X, (,)) un espacio producto interno. Se dice que

x,y € X son ortogonales, denotado por x 1 vy, si (x,y) =0.

Definicion 2.1.0.15 (Espacio de Hilbert) Sea (X, (,)) un espacio producto interno. Si X con
la norma |z| = \/(z,z) es completo entonces (X,(,)) se llama espacio de Hilbert. Es decir,

un espacio de Hilbert es un espacio producto interno completo.

Definicion 2.1.0.16 Sea X un espacio producto internoy A C X un conjunto no vacio. Se dice
que A es un sistema ortogonal, six L yNVx,y € A, x +y. Si ademas ||x| =1 Vz € A, entonces

el conjunto A se llama sistema ortonormal de vectores.

Equivalentemente, un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert X, es un subconjunto no

vacio {e; },i € {1,2,...} con las siguientes propiedades:
Li#Fj—e Lej,

2. |z =1Vie{1,2,..}.

Definicion 2.1.0.17 (Sucesion Ortonormal) Una sucesion de vectores que constituyen un sis-

tema ortonormal se llama sucesion ortonormal.

11
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Sea (x,,) una sucesion ortonormal en un espacio producto interno X. Se cumple:

0, si m#n

Teorema 2.1.0.3 Sea {z,,x,,...,x,} un sistema ortonormal de vectores en un espacio pro-

ducto interno X, entonces {x,x,,...,x,} es linealmente independiente.

Demostracion.

Ver Ttito y Salazar (2004).

2.2 Ecuaciones Integrales

El concepto de ecuacion integral fue introducido por primera vez por el matematico aleman Paul
David Gustav du Bois-Reymond en 1888. Sin embargo, los inicios de ecuaciones integrales se

remontan mucho antes a Laplace, quien en 1782, utiliza la transformacion integral

flay= [ eols)ds 23)
0

para resolver ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias.

También se puede mencionar que Jean-Baptiste Joseph Fourier en 1822 hall6 las formulas re-

ciprocas:
o) = % / sin(zs)(s)ds (2.4)
0
o(s) = %/ sin(zs) f(z)dz (2.5)
y [0, @]
flx) = \/g/o cos(xs)p(s)ds (2.6)
o(s) = ;/O cos(zs) f(x)dz. (2.7)

12
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donde la transformada seno de Fourier (2.5) y la transformada coseno (2.7) proporcionan las
soluciones ¢(s) de las ecuaciones integrales (2.4) y (2.6), respectivamente en términos de la

funcion conocida f.

En 1826, Niels Henrik Abel resolvi6 la ecuacion integral:

/x(qbi)ds:f(.r), a<z<b, (2.8)

r—s)®
donde f es una funcién continua que satisface f(a) =0,y 0 < a < 1.

El mismo afio Siméon Denis Poisson determiné la ecuacion integral:

o(x) = f(x) +)\/Ox k' (x—s)p(s)ds (2.9)

en una memoria sobre la teoria del magnetismo.

Una clase mas general de ecuaciones integrales lineales de la forma:

b
o(x) :f(x)—i—/ K(z,s)p(s)ds (2.10)

que incluye la clase de ecuaciones integrales de Volterra, en honor a Vito Volterra, como el caso
especial dado por K (x,s) = 0 para s > z, fue discutido por primera vez por Erik Ivar Fredholm

en 1900.

Una ecuacion integral es una ecuacion en la que aparece una funcion desconocida bajo el signo
de la integral. Cualquier expresion del calculo integral, como y = j; ’ ¢(x)dz puede ser consi-
derada como una ecuacion integral.

Un tipo general de ecuacion integral, ¢p(x) = f(z)+ A L K (z,t)p(x)(t)dt se llama ecuacion

integral lineal ya que solo se realizan operaciones lineales en la ecuacion.

En el tipo general de la ecuacion lineal ¢(x) = f(x) + A LD K (z,t)¢(t)dt se ha usado un cua-
drado [J para indicar el limite superior de integracion. Las ecuaciones integrales pueden ser de

dos tipos de acuerdo si [J (el limite superior) es una constante b o una variable x.

13
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La clasificacion de las ecuaciones integrales se centra en tres caracteristicas basicas las cuales

juntas describen toda su estructura:

1) La clase de una ecuacion integral se refiere a la ubicacion de la funcion desconocida, las
ecuaciones integrales de primera clase tienen la funcién desconocida o incdgnita bajo el
signo de la integral solamente, las ecuaciones integrales de segunda y tercera clase también

tienen la funcién desconocida fuera de la integral.

1) Las descripciones historicas de Fredholm y Volterra estan relacionas con el intervalo de
integracion.En una ecuacion integral de Fredholm la integral estd definida sobre un inter-
valo finito con puntos extremos fijos mientras que en la ecuacion integral de VOLTERRA

la integral est4 indefinida.

) El adjetivo singular se usa cuando la integracion es impropia, es decir cuando por lo me-
nos uno de los limites de integracion o el intervalo en el cual la ecuacion esta definida es

infinito o el nucleo es no acotado en el intervalo dado.

Las ecuaciones integrales de Fredholm son distinguidas por tener limites de integracion fijos y

finitos, denotamos estos limites por a y b, ¢ es la funcidon que debemos encontrar.

Definicion 2.2.0.1 Se llama ecuacion integral lineal de Fredholm de primera especie, a una

relacion de la forma

b
f(x) :)\/ K(z,t)p(t)dt (a<z<Db) (2.11)

donde, f € L*([a,b]), f es una funcion dada y se llama término libre, K : [a,b] % [a,b] — R es
una funcién y se llama niicleo, ¢ € L?([a,b]), ¢ es la funcién que debemos encontrar, \ es un

pardmetro numérico, y las variables x,t € [a,b).

Definicion 2.2.0.2 Se llama ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie, a una

14
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relacion de la forma

b
o(z) = f(z)+ A / K(z,)¢(t)dt  (a<z<b) (2.12)

donde, f € L*([a,b)]), f es una funcién dada y se llama término libre, K : [a,b] x [a,b] — R es
una funcién y se llama niicleo, ¢ € L?([a,b]), ¢ es la funcién que debemos encontrar, \ es un

pardmetro numérico, y las variables x,t € [a,b].

Definicion 2.2.0.3 Se llama ecuacion integral lineal de Fredholm de tercera especie, a una

relacion de la forma

b
o(@)b(x) = flz) + A / K(r.)é(h)dt  (a<z<b) 2.13)

donde, f y ¢ son funciones, f,p € L*(|a,b)), K : [a,b] X [a,b] — R es una funcién y se llama
nucleo, ¢ es la funcion que debemos encontrar, ¢ € L2([a, b)), A es un pardametro numérico, y

las variables x,t € [a,b].

Definicion 2.2.0.4 Se llama ecuacion integral lineal de Volterra de primera especie, a una

relacion de la forma

o) = )\/mK(m,t)qﬁ(t)dt (a<z<b) (2.14)

donde, f € L?([a,b)), f es una funcién dada y se llama término libre, K : [a,b] X [a,b] — R una
funciény se llama niicleo y K (x,t) =0 parat > x, ¢ € L*([a,b]), ¢ es la funcién que debemos

encontrar, \ es un pardmetro numérico, y las variables x,t € [a,b].

Definicion 2.2.0.5 Se llama ecuacion integral lineal de Volterra de segunda especie, a una

relacion de la forma

o(x) = f(x) +)\/ K(x,t)p(t)dt (a <z <b) (2.15)

donde, f € L*(|a,b)), f es una funcion dada y se llama término libre, K : [a,b] x [a,b] — R

15
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es una funcion y se llama niicleo, K(x,t) =0 parat >z, ¢ € L*([a,b)), ¢ es la funcion que

debemos encontrar, \ es un pardmetro numérico, y las variables x,t € [a,b).

Definicion 2.2.0.6 Se llama ecuacion integral lineal de Volterra de tercera especie, a una re-

lacion de la forma

pla)o(o) = f)+) [ Koot (a<a<b) (2.16)

donde, f y ¢ son funciones, f,p € L?([a,b)]), K|a,b] x [a,b] — R es una funcién y se llama
niicleo, K(x,t)=0parat >z, ¢ es la funcién que debemos encontrar, ¢ € L?([a,b]), \ es un

pardmetro numérico, y las variables x,t € [a,b].

Las ecuaciones integrales de Volterra y de Fredholm son Homogéneas si f(x) = 0, para todo
x € [a,b]. Caso contrario si f(x) # 0, entonces son no homogéneos. Las ecuaciones integrales
Singulares son distinguidas cuando por lo menos uno de los limites de integracion es infinito,
por ejemplo:

() = f(:r:)—l—)\/oo K(x,t)p(t)dt. (2.17)

TIPOS DE NUCLEOS

Definicion 2.2.0.7 El nucleo K se llama separable si este es de la forma

K(z,t) = iMk(x)Nk(t) (2.18)
k=1

donde las funciones M{,M,,...,M;. ¥y N{,N,,...,N, son dos conjuntos linealmente indepen-

dientes y elementos de L*([a,b]), por tanto el niicleo es cuadrado integrable.

Definicion 2.2.0.8 Un nucleo K, donde K es una funcion de valor complejo, se llama simétrico

(o Hermitiano) si

K(z,t) = K(t,7) (2.19)

donde K (t,x) es el conjugado complejo de K (x,t). Para un niicleo real, este coincide con

K(z,t) = K(t,x).

16
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TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE LA ECUACION
INTEGRAL DE FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE NO HOMOGENEA. Para la

demostracion de este teorema se considera el Espacio de Hilbert L?([a,b]), donde

b
L?([a,b]) = {f= [a,0] = R =/ |f (2)?d < OO}

y como referencias para esta seccion se consultaron Debnath y Mikusinski (2005) y Loayza
(2012)
Las ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie en el espacio de Hilbert L2([a, b]),

se definen por:

b
o(z) = f(x) —I—/\/ k(x,t)p(t)dt (a<xz<D) (2.20)

donde

k: [a,b] X [a,b] — R se llama nucleo tal que fbj;b\k(m,t)]dxdt < ooy, feL*([a,b)).

a

Sea el operador K, en L?([a, b)), definido por:

K : L*([a,b]) — L?*([a,b])

e K

b
(Ke)a) = | K tplt)de
Por otro lado, si f € L?([a,b]), entonces la ecuacion (2.20) toma la forma:
p(x) = flx)+AEKp)(z), (a<z<Db) (2.21)

p(x) = AMKp)(z) = f(z), (a<z<Db)

(p—=AKp)(z) = f(x), (a<z<D),

©=\Kp+f (2.22)

Luego la ecuacion (2.22) es una ecuacion integral de Fredholm de segunda especie en el espacio

17
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de Hilbert L2([a, b]).

Se verifica que el operador K € L?([a,b]) es un operador lineal y acotado. Se probara que
Ky € L?([a,b)).

En efecto, Por la desigualdad de Schwartz, se tiene:

b
/ k(z,t)p(t)dt

[(Kg)(z !< \kflft p(t)]dt

[ et |dt<{/ Wzdt} [0 zdt}

(Ko (o |<[/ ]k:a:t|2dt] [/ ot y%u}
(Ko@) < { / |k<x,t>|2dt] { / Iw(t)lzdt}

Integrando ambos miembros con respecto a x, donde = € [a, b, se tiene:

/ab|<K<p)(w)I2dxg/ab(Uabm(x,t)ﬁdt} [/ab|go(t)|2dt]>dx
/ab\(K@(ar)Izdxg/ab (/ab|k(a:,t)|2dt/ab|<p(t)|2dt> dz

/ab|(K(p>($)|2d$§/ab/ab’k(x,t)|2dtd$/ab’(p(t)|2dt

(Ko)(z)| =

Como
b b b
/ / |k(z,t)|?dtdz < oo,/ lo(t)]2dt < o
entonces
b
[ o)) P <o
es decir,

Ky € L*([a,b)]).

18
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Se probara que K es un operador lineal

En efecto, Sean ¢, ¢ € L?([a,b])

b
(K (+ o)) () = / k(e O(0) + o(0)]dt
b

b
(K(+0))(@) = / ke, (it dt + / Kz, t)p(t)dt

a

(K (Y +¢)(x) = (K¢)(z) + (Kp)(z)
(K(¢+¢))(z) = (K¢)(x) + (K@) (z), V€ la,b]

K(+¢) = (K) + (Ky)
b

(K(ap)(@) = [ Kat)lap) by
ab

(K(ap)(@) = [ Kat)lap(®)i
¢ b

(K(ap)(a)=a [ kbt

(K(ap))(z) =a(Kp)(x), Vzé€la,b],VaekK

(K(ap))=a(Ky), Vz€la,bl,YVaeZ

Por tanto K es un operador lineal.

Se probara que K es un operador acotado

b
||(K<P)||:\// |(K)(x)[?dx

b
(Ko = / (Ko)(2)Pda

ab b b b
(Ko = / (Ko)(x)Pdz < / / Ik(x,£) [2dtda / o(t)?

b b b
||(K<p)||§\// / |k(m,t)|2dtdx/ lo(1)[2dt

19
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b b b
||(K<P)||S\// / |k(x,t)|2dtdx/ lo(1)[2dt

I(K @)l < dllell, Voo € L?([a,b])

5= \//b/b|k(x,t)|2dtdx

Por tanto K es un operador acotado.

], pagina 222.

donde

TEOREMA DE LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM En esta seccion se considera el
teorema de la Alternativa de Fredholm, que es fundamental en la busqueda soluciones de ecua-

ciones integrales.

Teorema 2.2.0.1 (Alternativa de Fredholm) Sea A un operador compacto autoadjunto sobre

un espacio de Hilbert H. Entonces la ecuacion de operador no homogénea

p=Ap+f

tiene una unica solucion para cada p €si y solo si la ecuacion homogénea

g=Ag

tiene solamente la solucion trivial g=0.

Demostracion.

Ver Debnath y Mikusinski (2005), pagina 222.

El siguiente teorema establece las condiciones de existencia y unicidad de soluciones de ecua-

ciones integrales de Fredholm de segunda especie.

Teorema 2.2.0.2 (Teorema de existencia y unicidad de las soluciones de la Ecuacion Integral

20
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de Fredholm de segunda especie no homogénea.) La ecuacion

b
o) = f(@)+A [ Katlpdt (2 <o <b)

tiene una unica solucion ¢ € L*([a,b]), dado que el niicleo k es continuo en [a,b] x [a,b], f €

§= \//b/b|k(x,t)]2dtdx

L?([a,b])y|\|d < 1 donde

Demostracion.
Sea el operador

K : L*([a,b]) — L*(|a,b])

definido por:

b
(Ke)a) = fla) + [ Kapvit (@<o<b)

Como f € L*([a,b]) entonces
b
KpeL(ab)si [ hatp(tdt € L2(ab)
Por la desigualdad de Schwartz, se tiene:

b b
/ Ko, Op(t)di| < / Ik, ) p(t)]dt

b 3 b 3
< [ / |k:<x,t>|2dt] [ / Iw(t)|2dt]

Por tanto:

2 b b
< [ / |k<a:,t>|2dt] [ / |so<t>|2dt]

b
/ k(z,t)p(t)dt
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Se integran ambos miembros con respecto a x

/ab Qd:p < /ab ([/ab|k(x,t)|2dt] {/ab|<p(t)|2dtD dx
< /ab (/ab|k;(x,t)|2dt/ab|g0(t)|2dt> dx
g/ab/abyk(:c,t)Pdtdx (/ab\go(t)|2dt>

b
/ k(z,t)p(t)dt

Desde que:

b b b
//|k(m,t)|2dtdm<oo y/ lo(t)]%dt < oo

se tiene:

Ko € L?([a,b])
el operador definido por:
b
(Ap)(a) = [ Ko typdt € (a.b)

es acotado, esto es:

b
||Aso||=\/ [ o)

b b b b
gl = [ (Ap) @ < ( [ |k:(x,t)|2dtd:c> ( / |¢<t>\2dt>

4g| SJ ( / b / b|k<x,t>|2dtdx> ( / bww)
Ag] < \/ / b / b|k<x,t>|2dtdx\/ / ol Pt

| Al < élell, Vo€ L([a,b])

Donde

d= \//b/b|k(a:,t)]2dtdx
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Por lo tanto, la ecuacion

To=y

tiene una Uinica solucion siempre que |a|d < 1. |

2.3 Interpolacién polinomial

En esta seccion se introduce el concepto de la interpolacion de polinomios, que sirve para re-
construir una funcién f desconocida buscando un polinomio P, cuya grafica en el plano xy
pase por los puntos con coordenadas (z;, f(x;)), i = 0,...,n. En general, el polinomio que re-
sulte P, sera diferente de la funcion f (a menos que f sea un polinomio del mismo grado que

P ), por lo que se incurrird en un error.
Para n € NU{0}, se simbolizara por ,, al espacio vectorial de polinomios

n

P, (x)= Z a,x”

k=0

para la variable real(o compleja) = y coeficientes reales(o complejos) ag,aq, ..., a,,.

Definicion 2.3.0.1 Un polinomio P(x) de grado < n es una funcion de la forma
P(z) =ay+a,x+ayz?+ ...+ a,x",
con coeficientes ay,ay,0y,...Q,,.

Teorema 2.3.0.1 Dados n+ 1 puntos distintos (reales o complejos) xy,x1,...,x,, y n+ 1 valo-
res (reales o complejos) wy,wy, ..., w,,. Entonces existe un unico polinomio P, (x) € P, para
el cual

P (z;) =w;,

n 7

i=0,1,...,n. (2.23)

Demostracion.
i) Existencia de P, (x)

Considere un polinomio ay + a;x + a,x® + ... + a,z™ con n+ 1 coeficientes indeterminados
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a;. Las condiciones (2.23) conducen al sistema de n + 1 ecuaciones lineales en a,:

n __ ) —
ag+a v, +-+a,r} =w; 1=0,..

esto es,

a0+a1$0+"'
a0+a1$1 + -
a0+a1$2+"'

a0—|—CL1373—|-"'

n __
+a,ry = w,

n __
+a,r] =w;

n __
+a,ry = wy

n __
+a,r3 = w;

ag+a,x, ++a,r; =w,.

7n7

(2.24)

En forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales de orden (n+ 1) x (n+ 1) es expresado

por:
1 zy x§
1z, 7
2
I 1 =z, =i

n—1

n

Lo )
n

g ay
n

:ETL an

w

w

0

n

(2.25)

La primera matriz a la izquierda de la ecuacion matricial se conoce como la matriz de Van-

dermonde de orden (n + 1), llamada asi en honor al matematico francés Alexandre-Théophile

Vandermonde(1735-1796).

El determinante del sistema es el determinante de Vandermonde conformado por x, z4,...,*

n
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2 n—1 n
1 zy z§ xg xg
1z, 22 - at g
V(g @y, y) = (2.26)
2 n—1 n
1 z, =z Tn x,

Para evaluar V, considere la siguiente funcion:

n—1 n
1 =z xg xg xg
n—1 n
1 x Ty xg Ty
1 3 e xit o al
V(l’):V($0,$1,...,$n_1,$): (227)
2 n—1 n
1z, 7,4 xg Ty 4
1 T x? vt gn

donde V' (z) € P,,. Ademas desaparece en z,z,...,Z,_1, pOr insertar estos valores en lugar
de x produce dos filas idénticas en el determinante.

Como V (z4,21,...,7,_1,) es el determinante de Vandermonde, se tiene:

V(%»%a---vxnﬂ»x) = V(%,%v---aan) (55_950>(95_951)(95_952)"'(x_an)

y la formula recurrente es:

V(%ﬂb aanvxn) = V@o,%a 7‘{1”1171) ('rn _%)(xn _$1)($n —Tg) (xn —an)
(2.28)
Esto es:

V($0,$1>

(z1 —z0)

V(2g,21,%9) =V (20, 21) (29 — o) (T3 — 1) = (21 — ) (T — 7)) (T2 — 1)

25



CAPITULO II: MARCO TEORICO CONCEPTUAL

V (2, @1,29,25) =V (Tg,21,%5) (T3 —T0) (T3 — 21 ) (T3 — T)
= (@1 —20) (T —20) (Ty — 21 ) (T3 —x0) (T3 — 21 ) (T3 — T3)

Y por aplicacion multiple de la ecuacion (2.28), se tiene:

V(g Ty, s g, %) :H(:ci—wj). (2.29)

Por la consideracion de que los puntos z, x4, ...,z,, son distintos, entonces V' # 0. Por tanto
existe una unica solucion al sistema de ecuaciones (2.24).

i) Unicidad de P, ()

Para establecer la unicidad del polinomio P, (x), suponga que existe otro polinomio @, (x) de
grado n o menor, que satisface las condiciones Q,,(z;) = w

n t=0,1,...,n.

Considere que H,(z) = P,(z) — Q,,(x) que también es un polinomio de grado n o menor,

luego

Hn(xz)zwz—wlzo ’i:(),l,...,n.

Esto significa que el polinomio H,, (x) de grado n o menor, tiene n + 1 raices diferentes. Esto

es posible solo si H,,(z) es nulo, lo que implica que P, (z) = Q,,(x). [ |

Teorema 2.3.0.2 Sea n > 1, existen polinomios L,, € P, k=0,1,---,n, tal que

Low)={ (2.30)
0, itk

para todo i,k =0,1,--,n, y x;, son nimeros reales distintos (v, # x; para i # j).

Demostracion.
Para cada k fijo,con0 < k <n

Se requiere que L, tenga n ceros, esto es:

x;,0=0,1,....,n,1 # k;
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por tanto, L, es de la forma

n
L. (z) :CkH(.r—mi) (2.31)
iZh
donde C}, € R es una constante a ser determinada. Para determinar el valor de C},, considérese

que L, (x,) =1, esto es:

1=C [ (@ —=,) (2.32)

Resultando C};:

C, = (2.33)
Reemplazando C), en L, se obtiene:

Ly(z) = - . (2.34)

Definicion 2.3.0.2 Sean > 0ysean x,;,7=0,1,...n numeros reales distintos y y,;,1 =0,1,...n

numeros reales. El polinomio P, definido por:

P, (z)= ZLk<x>yk (2.35)

con L (z),k=0,1,...n definido en (2.34), se llama polinomio de interpolacién de Lagrange
de grado n para el conjunto de puntos {(z;,y;) : i =0,...,n} y los nimeros x;,i =0,1,...n se

llaman puntos(nodos) de interpolacion.

La definicion anterior (2.3.0.2) se puede considerar cuando los niimeros reales ¥, son valores
de una funcion real f de variable real, definida sobre [a,b] en distintos puntos(nodos) de inter-

polaciéon z; € [a,b] ,i=0,1,...,n.
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Definicion 2.3.0.3 Sean n >0y f una funcién real de variable definida yt continua sobre [a, b)
y los distintos puntos(nodos) de interpolacion x; € [a,b], i = 0,1,...,n. El polinomio P, esta
definido por:

pal) = ;Lk@f (24) (2.36)

es el polinomio de interpolacion de Lagrange de grado n con los puntos de interpolacion x;,1 =

0,1,...,n para la funcion f.

Definicion 2.3.0.4 Seann >0y f una funcién real de variable definida yt continua sobre [a,b)
y los distintos puntos(nodos) de interpolacion x; € [a,b], i = 0,1,...,n. El polinomio P, esta

definido por:

pule) =T o= f )

k=0 i=0
itk

es el polinomio de interpolacion de Lagrange de grado n con los puntos de interpolacion x;,1 =

0,1,...,n para la funcion f.

Ejemplo 2.3.0.1 Determinar el polinomio de interpolacion para los siguientes datos:

€T, 213 1-1
flz,)||1]2]3 |4

TABLA N° 2.1: Datos a interpolar (n=4)

En este caso,

L) o T ()@= @=Ya—())e=4) _ =B+
0 (2-3)-(2—(-1))-(2—4) (—1)-3-(=2) 6

L(x) (z—2)z—(=1))z-4) (@-2)@z—(-1))=—4) (@=—-2)=+1)z—4)
' (3—2)-3—(-1))-(3—4) 1-4-(—1) —4

L(z) = (r—2)(x—3)(x—4) _ (x—2)(x—3)(x—4) _ (x—2)(x—3)(x—4)
i - (=1=4) (=3)-(=4): (=) —60

_(@=2)@=3)x—(=1) (@—-2)=-3)(z+1)

) _ _
) 2-1-5 10
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De esta forma, el polinomio de interpolacion buscado es:

3
Ps(z) :Zf(afi)Li(37>
i=0

(x—3)(x+1)(x—4) (x—2)(x+1)(x—4)

) . L2t
(z—2)(xz—3)(z—4) (z=2)(z—=3)(z+1)
+(3) —80 +(4) 10
:%@-3)(%1)@-4) —%(m—Z)(aH—l)(x—Zl)
1 2

—2—0<.’17—2)(x—3)(£6‘—4)+—(x—2)($—3)($+1>

(S8

Py(x) z3 4 212% — 642 +96)

:@(

Luego,

1
Py(x) =50 (23 + 2122 — 64z +96) .

1
P3(x) = g(x3+21x2—64x+96)

FIGURA N° 2.1: Interpolacion polinomial de Lagrange de los datos de la tabla (2.1)

In[1] :=Lagrange [XY_]:=

Module [{j,k,n,prod, sum,term,X,Y},

n = Length[XY]-1;

X = Subscript[Transpose[XY], [[1]]1];

Y = Subscript[Transpose[XY], [[2]]];

sum=0;

For[ k=0, k<=n, k++,prod = 1; For[ j=0, j<=n, j++,

term = Which[ j==k, 1, j!'=k,(x - Subscript[X, [[j+1]11]1)/

(Subscript [X, [[k+1]]1]1-Subscript[X, [[j+111]1) 1; prod = prod term; 1];
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sum = sum + Subscript[Y, [[k+1]]] prod; J];Return[sum]; ];

In[2]:=XY={{2,1},{3,2},{-1,3},{4,4}};

In[3]:=P[x_]=Lagrange [XY];

In[4] :=Print["\n","Nodos = ",XY];
In[5]:=Print["P(x) = ",P[x] 1;
In[6]:=Print["Subscript[p, 3]1(x) = ",Simplify[P[x]] 1;

In[7]:=datos=ListPlot [XY,PlotStyle->{Red,PointSize [0.02]},];

In[8]:=graf=Plot [{P[x]},{x,-2,5.0},PlotStyle->{Red,Blue}, AxesLabel->{"x","

y"}31;
In[9] :=g2=Show[graf ,datos,DisplayFunction->$DisplayFunction]
In[10] :=Print["Nodes = ",XY,"\n"];
In[11]:=Print["P(x) = ",P[x]//Simplify 1;

Codigo Mathematica 11.1: Interpolacion polinomial de Lagrange

Ejemplo 2.3.0.2 Determinar el polinomio de interpolacion para los siguientes puntos:

z. |01
flz,) || 112269

TABLA N° 2.2: Puntos a interpolar (n=5)

En este caso,

Lo(z) = (x—1)(z—2)(x—3)(z—4) _ (x—1)(z—2)(x—3)(x—4) _ (x—1)(z—2)(x—3)(x—4)
" (0—=1)(0-2)(0-3)(0—4) (=D)(=2)(=3)(—4) 24

Ly(z) = (x—0)(z—2)(x—3)(z—4) _ (x—0)(z—2)(x—3)(x—4) _ (x—0)(z—2)(x—3)(x—4)
' (1-0)(1-2)(1=3)(1-4) (D (=D)(=2)(=3) —6

Ly(z) = (x—0)(x—1)(x—3)(x—4) _ (x—0)(x—1)(x—3)(x—4) _ (x—0)(x—1)(x—3)(x—4)
’ 2-0)2-1)(2-3)(2-4) 2)(M(=1)(=2) 4

Ly(z) = (x—0)(x—1)(x—2)(x—4) _ (x—0)(x—1)(x—2)(x—4) _ (x—0)(x—1)(x—2)(x—4)
’ B-0)3-1)(3-2)(3—4) (3)(2)(1)(=1) —6

Ly(z) = (x—0)(x—1)(x—2)(x—3) _ (x—0)(x—1)(x—2)(x—3) _ (x—0)(x—1)(x—2)(x—3)
4 (4—0)(4—1)(4—2)(4—3) (4)(3)(2)(1) 24

30




CAPITULO II: MARCO TEORICO CONCEPTUAL

De esta forma, el polinomio de interpolacion buscado es:

4
Py(x) :Zf(mz)Lz(I)

(x—1)(x—2)(x—3)(x—4) (x—0)(x—2)(x—3)(x—4)

—(1) )t +2) e

+ @) (:U—O)(:c—l)ll(x—?))(as—él) +(6) (x—O)(x—li(Gx—Z)(x—él)

+(9) (:L’—O)(x—lgé(lx—Q)(x—B)

:(x—l)(x—Q)(ac—?))(x—él) B (x—0)(z—2)(x—3)(z—4)
24 3
+ @—0)@-1)2(3;—3)(3;_4) —(@—0)(z—1)(z—2)(z—4)+(3)
+3(a:—0)(:1;—1)(x—2)(a:—3)
8
Luego,
Py(x) :é (34260 — 3722+ 162% —22%).

1
P4(x) = g(-2x4+16x3-37x2+26x+3)

FIGURA N° 2.2: Interpolacion polinomial de Lagrange de los puntos de la tabla (2.2)

In[1]:=Lagrange [XY_]:=

Module [{j,k,n,prod,sum, term,X,Y},

n = Length[XY]-1;

X = Subscript[Transpose[XY], [[1]]1];
Y = Subscript[Transpose[XY], [[2]]1];

sum=0;

For[ k=0, k<=n, k++,prod = 1; For[ j=0, j<=n, j++,
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y"}31;

term = Which[ j==k, 1, j!=k,(x - Subscript[X, [[j+1]11]1)/
(Subscript [X, [[k+1]1]1]1-Subscript[X, [[j+111]1) 1; prod = prod term; 1;

sum = sum + Subscript[Y, [[k+11]] prod; ];Returnl[suml; 1;

In[2]:=XY={{0, 1}, {1, 2}, {2, 1}, {3, 6}, {4, 9}};

In[3]:=P[x_l=Lagrange [XY];

In[4] :=Print["\n","Nodos = ",XY];
In[5]:=Print["P(x) = ",P[x] 1;
In[6] :=Print ["Subscript[p, 4](x) = ",Simplify[P[x]] 1;

In[7] :=datos=ListPlot [XY,PlotStyle->{Red,PointSize [0.02]1},];

In[8] :=graf=Plot [{P[x]},{x,-1,5.0},PlotStyle->{Red,Bluel}, AxesLabel->{"x","

In[9]:=g2=Show[graf,datos,DisplayFunction->$DisplayFunction]
In[10] :=Print["Nodes = ",XY,"\n"];

In[11]:=Print ["P(x) = ",P[x]//Simplify 1;

donde

Ademas

donde

Demostracion.

Codigo Mathematica 11.2: Interpolacion polinomial de Lagrange

Teorema 2.3.0.3 Sean n > 0y f una funcion real de variable real, definida y continua sobre
la,b], tal que la derivada de f de orden n+ 1 existe y es continua sobre [a,b]. Entonces dado

que existe £ = £(x) en (a,b) tal que:

F(@) — polz) = %mm 237)
(@) = (T —24) .. (T —2,). (2.38)
@)= a2 € o2 @), (239)
M,y = mix |F(C)]. (2.40)

Ver Suli y Mayers (2003).

32




CAPITULO II: MARCO TEORICO CONCEPTUAL

2.4 Integraciéon numérica

La integracion numérica, que también se llama cuadratura, tiene una historia que se extiende
desde la invencion del céalculo. El hecho de que las integrales de funciones elementales no pue-
den, en general, calcularse analiticamente, mientras que las derivadas si, sirvi6 para dar al campo
un cierto estilo y para colocarlo por encima de la monotonia aritmética del analisis numérico
durante todo el siglo XVIII y siglos XIX. Con la invencion de la computacion automatica, la

cuadratura se convirtid en una tarea numeérica.

La integracion numérica es una herramienta muy usada para obtener respuestas aproximadas
de integrales definidas que no pueden ser resueltas analiticamente, esto es aproximar la integral

definida de f(z) sobre el intervalo [a,b] evaluando f(z) en un ntimero finito de puntos.

Definicion 2.4.0.1 Sea a = xy <z, < ... <wz,, = b. La formula de la forma:

QU1 =Y wif(ey) = wof (20) +wy f(21) + o Hw,, f(2,,) (2.41)
k=0

con la propiedad
b
[ #@de=ain+ i @42)

se llama formula de integracion numérica. El término E|f] se llama error de truncamiento de la
integracion. Los valores {x, }", € |a,b] son llamados nodos de la integracion y los elementos

{wi}i, € R son llamados pesos.

La derivacion de las formulas de integracion numérica por lo general se basan en la interpola-
cion polinomial. Recuerde que existe un tnico polinomio P, (x) de grado < m que pasa por
los m + 1 puntos igualmente espaciados {(z,y;)} 7", ver el teorema (2.3.0.1). Cuando este
polinomio es usado para aproximar f(x) sobre [a,b] y la integral de f(x) es aproximada por
por la integral de P,,(x), la féormula resultante se conoce como la formula de integracion de

Newton-Cotes.
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2.4.1 Newton-Cotes

Sea f una funcién real de variable real, definida y continua sobre un intervalo cerrado [a, b],

donde se debe evaluar la siguiente integral:

/abf(a:)da:.

Puesto que la integracion de polinomios es mas sencilla, la idea, es aproximar la funcion f por
su polinomio de interpolacion de Lagrange P, (x) de grado n e integrar el polinomio P, (x),

esto es:

b b
/f(m)dm%/ P, (x)dzx, (2.43)

para un entero positivo n.

Sean z,,7=0,1,...,n los puntos de interpolacion equiespaciados, determinados por:
r;=a+th, 1=0,1,...,n,

donde

El polinomio de interpolacion de Lagrange de grado n para la funcién f, con los puntos de

interpolacion z;, es de la forma:

n n

P(2)=Y"Ly(2)f(x,), donde Ly(z)=]]—.
k=0 0 L =X

Reemplazando P, (x) en (2.43), se tiene:
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Lo que implica:

donde

b
wk:/ L (z)dz, k=0,1,...,n

Los valores w;,, k=0,1,...,n son los pesos de la cuadratura y los z;,, k=

los puntos de la cuadratura.

Laregla de la cuadratura (2.45) con sus pesos wy,, y puntos £;,con  k=0,1,..

espaciados, se denomina formula de Newton - Cotes de orden n.

Casos particulares

2.4.2 Regla del trapecio

(2.44)

(2.45)

(2.46)

0,1,...,n son

., igualmente

Enel caso que n =1y x; = a, x; = b; el polinomio de interpolacion de Lagrange de grado 1

para la funcién f es:
Py(z) = Lo(x)f(a) + Ly (2) f(b)

r—>b r—a
— a_bf(a)+ b—aﬂb)
= —[b—2)f(a) + (z—a) f(B)].

Integrando P, (z) desde a hasta b:
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Luego,
—2[f(a)+ f(b)). (2.47)

/a ' ) ~

Esta formula de integracion numérica se llama regla del trapecio.

2.4.3 Regla de Simpson

Enelcasoquen=2yzx,=a,z,; = “*b y £ = b; la funcién f es aproximada por un polinomio

de interpolacion de Lagrange cuadratico. Los pesos de la cuadratura se calculan usando (2.46):

b
woz/ Ly(z)dz

:/b (x—xq) (x—124) dz

(o —21) (29— T2)
—1
:/ tt—1)b— b—a .,
. 2 2
_b—a
=5
En forma similar,

Por lo que se tiene

[ ’ fa)de ~

Esta formula de integracion numérica se llama regla de Simpson.

=2 s@+ar (50 + 0]
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2.4.4 Estimacion del error

El error es generado porque se integra el polinomio de interpolacién de Lagrange de f en lugar

de la funcion f, esto es,

b n
— [ a3 wif (o)
a k=0

El siguiente teorema proporciona una cota 1til en la determinacion del error E, (f) bajo la

hipotesis adicional de que la funcién f es suficientemente suave.

Teorema 2.4.4.1 Sean n > 1, f una funcion real de variable real, definida y continua en el

intervalo [a,b], y f™ ) definida y continua en [a,b]. Entonces

B, (f)] < nff / |41 ()] da, (2.48)
donde M, = maX c(, | f O] y T (2) = (x—20) . (T —12,).

Demostracion.

Usando al definicion de los pesos w), de (2.46), esto es:
b
wk:/ Ly (z)dz, k=0,1,...,n (2.49)
se puede escribir F, (f) como:

- / ’faydo— / b @Lk(mxk)) da

/ () —pa@)dr, py(x) = Ly()f (z0).

por tanto:

|</|f v)|dz.
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Teorema 2.4.4.2 Sea f una funcion real de variable real definida y continua sobre el intervalo

[a,b] y que ), la cuarta derivada de f, es continua en [a,b]. Entonces

b 5
[ =t < asta b + o) =S, s

para algin £ in (a,b).

Demostracion.
Ver Suli y Mayers (2003).
El grado de precision m de la regla de cuadratura se define como el grado mas alto de todos los

integrandos polindmicos para los cuales la regla da el valor exacto de de la integral definida.

Teorema 2.4.4.3 El grado de precision m para las reglas de cuadratura basadas en la inter-

polacion de Lagrange en n+ 1 nodos distintos satisface que m >nym>n~+1si xn = “T“’
2

YTn_pyTnyy (k=1,2,..,5) son simétricos con respecto a & .

Demostracion.

Ver Heister y Rebholz (2019).

Teorema 2.4.4.4 El grado de precision de una regla de cuadratura es m, y todos los w;, > 0,

entonces para f € C™([a,b)), el error de la cuadratura satisface

m+3 m m
<m+ 2)- cren[a)i] ‘f( +l)<C)‘ <b_a) "

f )dx — )‘

Demostracion.

Ver Heister y Rebholz (2019).
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CAPITULO III:
POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

En este capitulo, se presentan definiciones basicas y resultados fundamentales de los polino-
mios de Chebyshev, nodos y extremos de un polinomio de Chebyshev, elementos clave para el
siguiente capitulo. Para este capitulo se consideran textos de referencia, como Mason y Hands-

comb (2002), Barazon Peia (2015) y Zaqueu (2018).

3.0.1 Propiedades basicas

Definicién 3.0.1.1 ! E/l polinomio de Chebyshev T,,(x) de primera clase es un polinomio en x

de grado n, definido por la relacion:

T, (z)=cos(nb), cuandox=cos(f), n=0,1,2,... 3.1

n

Si la variable x esta en el intervalo [—1, 1], entonces los valores correspondientes para la variable

0 estan en el intervalo [0, 6].

Se sabe (como una consecuencia de teorema de Moivre) que cos(nf) es un polinomio de grado

n en cos(f), esto es:

cos(00) = 1
cos(10) = cos(16)

cos(20) = 2cos?(f)—1

cos(30) = 4cos?(0) —3cos(h)
cos(40) = 8cos*(f) —8cos?(h)+1

cos(50) = 16co0s’(#) —20cos?(#) +5cos(f)

'Ver Mason y Handscomb (2002)
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Teorema 3.0.1.1 Los polinomios de Chebyshev T, (x) estan generados por

T, .1 (x) =22T,(x) =T, () paran=0,1,2,... (3.2)

n

con los valores iniciales Ty(x) =1y T} (z) = x.

Demostracion.
Los valores iniciales 7j(x) = cos(00) =1y T} (x) = cos(16) = cos(f) = x se obtienen de la
Definicion (3.0.1.1).

Como 7}, ;(x) =cos((n+1)0) y T, _,(x) = cos((n—1)#), entonces

T, 1 (x)+T, (z) = cos((n+1)#)+cos((n—1)6)

(n+1)0+(n—1)0 (n+1)0—(n—1)0
2

Jeos((MTHI )
2n6 20

= 2005(7)005(7) = 2cos(nb)cos(0)

= 2cos(#)cos(nf) =22T, ()

= 2cos(

Luego,

Tn+1(x>+Tn71(x) - 2$Tn<l’>

Tn+1(x) = 2xTn<x>_Tn71<x>

Las expresiones explicitas para los seis primeros polinomios de chebyshev T, (x) son:

T)(x) = =x

T,(z) = 2x%2-—1

Ty(x) = 42°—3z
T,(z) = 8x*—8z2+1

Ty(z) = 16x°—202°+ 5z
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FIGURA N° 3.1: Polinomios de Chebyshev: T, (z),n =0,1,2,3,4,5

In[1]:= T[0, x_.] =1 + Oxx; T[1, x_.] = x; Tln_, x_] := 2 x T[ln - 1, x] - T[n - 2, x]
SetAttributes [T, Listable];

In[2]:= Table[T[n, x], {n, 0, 5}]

In[3]:= Plot[{1, x, -1 + 2 x72, -x + 2 x (-1 + 2 x72),
1 -2x"2+2x (-x +2x (-1 +2x72)),
x - 2x (-1 +2x72) +2x (1 -2%x"2+2x (-x+2zx (-1+2zx72))N},
{x, -1, 1}, PlotStyle -> {Red, Black, Green, Blue, Orange, Purple},
PlotLegends -> LineLegend[{"TO(x)", "T1(x)", "T2(x)", "T3(x)", "T4(x)", "T5(x)"},

LegendFunction -> Frame], PlotRange -> {{-1.05, 1.05}, {-1.01, 1.2}}]

Cédigo Mathematica I11.1: Polinomios de Chebyshev: T, (x),n=0,1,2,3,4,5

n y . .
Para representar T, (x) como T,,(z) =, amkxk en base candnica con coeficientes denota-

dos por a,, 1, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.0.1.2 Los coeficientes a,, ;, de los polinomios de Chebyshev de primera especie

pueden ser calculados usando las siguiente relacion de recurrencia:

Apo="0p290

) o (3.3)
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cuyas condiciones iniciales son:

a070 - 1

(3.4)

al’o == 0,0/171 == 1

Demostracion.
Considere a relacion recursiva de los polinomios de Chebyshev de primera especie, dada en

(3.2), esto es: escribir T, (z) = 22T, _,(z)—T,,_o(x)usando T, (x) = ZZ:O a, ", entonces:

n

n n—1
a, .ok =2 a xk a xk
n,k - n—1,k n—2,k
k=0 k=0
n—1 n—2
_ k+1
2 E Ap_1,kT - § n—2,k%
k=0 k=0
n—2
_ k+1
__aanO_E Ay kT +2§ Ay 1 1T
k=1 k=0
e
_ } : k+1 § : 1
- Q9 k+1w +2 Ap_1 kL
k=0
n—3
_ ket
= E Ap—2 +1T +2§ Ap—1 kT +2a, 1, o7 +2a,_ 4,17
k=0
n n—3 n—3
k __ k+1 k+1 n—1 n
E Oy T = —Cp_90— § Ay 2 1T +2§ Qpq 1 20, 0" 20y, g
=0 k=0 k=0
n—3
— + n—1
__a'anO_E (20, 14— gpi1) ™ +2a, 1, 02" +2a, ,,
k=0
n—2
:_aanO_E (20, 1 41— Cp op) 2" +2a, 1, 02" +2a, |,
k=1
es decir:
n—2
a, xf —a,, — (2a —a )wk+2a " 14+ 2q "
n,k —2,0 n—1,k—1 n—2,k n—1,n—2 n—1,n—1
k=1

(3.5)

Se observa que en la igualdad (3.5) los coeficientes de las potencias de x de igual grado, se tiene
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. . «y . . _ n k
la siguiente relacion de recurrencia entre los coeficientes de 7),(z) = >, a,, ;"

An.0= "0p_20>

an,k = 2an—1,k—1 - an—z,ka k=1..n—2.
9 (3.6)

— (3.7)

Definicion 3.0.1.2 Una sucesion de polinomios { P, () }ZO:O, tal que el grado de P, (x) es igual

an, es simétrica siy solo si

Esto es:
Sinespar P,(—x)=P,(z), Vz€cR,entonces P,(x) es una funcion par, y si n es impar

P, (—z)=—P,(x), VxeR, entonces P,(x) esuna funcion impar.

00
=0

Teorema 3.0.1.3 Una sucesion de polinomios { P, (z)} _  es simétrica.

Demostracion.

Ver Zaqueu (2018).

Teorema 3.0.1.4 Los n+1 ceros(raices) de los polinomios de Chebyshev T, € P, | estin

dados por los nodos de Chebyshev

—-1,1 <k< .
2n+2ﬂ>€[ 1] para0<k<n (3.8)
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Ademas, todos los extremos de T, , , (x) sobre [—1,1] se alcanzan en n+ 2 puntos

k
fk:cos<n+17r> el—1,1] para0<k<n-+1 (3.9)
donden =0,1,2, ...
Demostracion.
De la Definicion (3.0.1.1), tenemos que: 7, (z) = cos(nf) cuando x =cos(f). Six =z},
entonces # = arccos(z},), por lo que
T, 1(xy) = cos((n+1)arccos(zy))

(cos (50157))
= cos| (n+1)arccos | cos T
2n+2

(
- e (224)
(

= cos|(2k+1) )

Los x}, son distintos y 7, ; («) es un polinomio de grado n+ 1, por tanto las raices son de esta

forma.

En cuanto a los extremos de los polinomios de Chebyshev T, , (), sea T;, = cos (nil ) para

0 <k <n-+1ydeladefinicion (3.0.1.1) se tiene que:

T, 1(z) = %(cos((n%— 1)arccos(x)))

T sen((n+ 1)arccos(z))

n+1(x> = m
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Sustituyendo 7, en 7T}, ;, se tiene:

T (T)

Luego,

Para 0 < k <n+1 se tiene

T,1(7)) =

Tn+1 (fk> =

sen((n+1) arccos(cos (E5m)))

\/1— cos (A77))?

sen((n+1) <n+1 T))

sen (7377)
sen (k)
sen (577)
Tﬁ+1<_k) = 0.

cos((n—+1)arccos(Ty))

cos ((n+ 1)arccos (cos <n-]T— 17r> ))

cos (k)

(—1)*.

Por tanto se tiene un maximo en los valores pares de k£ y un minimo en los valores impares de

k.

3.0.2 Nodos y extremos de los polinomios de Chebyshev 7}, , ;

La figura muestra los nodos y extremos de un polinomio de Chebyshev 7g(z), donde los pun-

tos de color rojo representan los nodos, mientras que los puntos de color negro representa los

extremos del polinomio.
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Polinomio de Chebyshev T4

= M
UJ

T8(x) = 128 x®-256 X°+ 160 x* -32x° + 1

I I
-1 0.5 L 0.5 .0
-05
-1.0

Polinomio de Chebyshev T,

n
" U

TO(x) = x (256 x® 576 x° + 432 x* ~120 x° +9)

!

FIGURA N°3.2: Nodos y Extremos de Chebyshev
Ts.

FIGURA N°3.3: Nodos y Extremos de Chebyshev
Ty.

In[1]:=RaExt[n0_] := Module[{n = nO},

T1[0, x_] 1 + 0xx;
T1[1, x_]1 = x;
Ti[nn_, x_] := 2 x Ti[nn - 1, x]
SetAttributes[T1, Listable];

Tiln + 1, x]1;

nodos = Table[Cos[(2 k + 1)/(2 n + 2) \[Pill, {k, 0, n}];
nodosl = Table[{nodos[[i]], 0}, {i, 1, n + 13}];
extremos = Tablel[Cos[k/(n + 1) \[Pil]l, {k, 0, n + 1}];

extremosl =

Table [{Cos[k/(n + 1) \[Pil]l, Tiln + 1, Cos[k/(n + 1) \[Pilll}, {k,
0, n + 1}];

Plot[T1i[n + 1, x], {x, -1, 1},

PlotLabel ->

Row[{"T", n + 1, "(x) = ", Tiln + 1, x] // Expand // Simplify}],

PlotStyle -> {Bluel},

Epilog -> {PointSize[0.02], {Red, Point[nodos1]}, {Black,

Point [extremos1]}}]
]

In[2]:=TabView[{

- Ti[nn - 2, x];

"Polinomio de Chebyshev \!\(\*SubscriptBox[\(T\), \(an + 1\)I\)" ->

Manipulate [RaExt [n], {{n, 7}, 0, 15, 1}1}]

Codigo Mathematica 111.2: Polinomio de Chebyshev T, ,
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3.0.3 Raices de los polinomios de Chebyshev T,

Raices del polinomio de Chebyshev T,

n M
U

T8(x) = 128 x*-256 x°+ 160 x* - 32 x° + 1

-1.0

Raices del polinomio de Chebyshev Ty,

n
" U

TO(x) = x (256 x® 576 x° + 432 x* - 120 x° +9)

1.0

FIGURA N° 3.4: Raices del polinomio de
Chebyshev T.

FIGURA N° 3.5: Raices del polinomio de
Chebyshev Tj,.

In[1]:=Raices[n0_] := Module[{n = nO},

T1[0, x_]1 = 1 + 0x*x;

Ti[1, x_] = x;

Ti[nn_, x_] := 2 x Ti[nn - 1, x] - Ti[nn - 2, x];

SetAttributes[T1, Listablel;

Tiln + 1, x];

nodos = Table[Cos[(2 k + 1)/(2 n + 2) \[Pill, {k, 0, n}];

nodosl = Table[{nodos[[i]], 0}, {i, 1, n + 1}];

Plot[T1[n + 1, x], {x, -1, 1},

PlotLabel ->

Row[{"T", n + 1, "(x) =", Tiln + 1, x] // Expand // Simplify}],
PlotStyle -> {Blue},

Epilog -> {PointSize[0.02], {Red, Point[nodos11}}]

]

]

In[2] :=TabView[{"Raices del polinomio de Chebyshev \!\(\*SubscriptBox[\(T\), \

\(n + 1\)I\)

" -> Manipulate[Raices[n], {{n, 7}, 0, 15,

13131

Codigo Mathematica 111.3: Raices del polinomio de Chebyshev T,
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3.0.4 Extremos de los polinomios de Chebyshev T,

Extremos del polinomio de Chebyshev Ty,1 |

M
U

TO(x) = x (256 x° - 576 x° + 432 x* - 120 x* + 9)

10 q

0.5

5

-05

Extremos del polinomio de Chebyshev Ty, “

M
[}

TO(x) = x (256 x®~576 x° + 432 x* - 120 x* + 9)
1.0

0.5

-05

-1.0

FIGURA N° 3.6: Extremos del polinomio de

FIGURA N° 3.7: Extremos del polinomio de

Chebyshev Tg. Chebyshev Tj,.

In[1] :=Extremos[n0_] := Module[{n = nO},

T1[0, x_1 = 1 + O*x;

Ti[1, x_]1 = x;

Ti[nn_, x_] := 2 x Ti[nn - 1, x] - Ti[nn - 2, x];

SetAttributes[T1, Listablel;

Tiln + 1, x];

extremos = Table[Cos[k/(n + 1) \[Pil], {k, 0, n + 1}];

extremosl =

Table [{Cos[k/(n + 1) \[Pil], Ti[n + 1, Cos[k/(n + 1) \[Pilll}, {k,
0, n + 1}]1;

Plot[Ti[n + 1, x1, {x, -1, 1},

PlotLabel ->

Row[{"T", n + 1, "(x) = ", Tiln + 1, x] // Expand // Simplify}],

PlotStyle -> {Bluel},

Epilog -> {PointSize[0.02], {Black, Point[extremos1]}}]

]

In[2] :=TabView[{"Extremos del polinomio de
\ I\ (\*SubscriptBox [\(T\), \(n + 1\)1\)

Manipulate [Extremos[n], {{n, 7}, 0, 15,

Chebyshev \
n

->

13131

Codigo Mathematica 111.4: Extremos del polinomio de Chebyshev T, , ,
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Teorema 3.0.4.1 SiT,(z), n=0,1,2,... es la sucesion de polinomios de Chebyshev, se verifica

que:

1 1

b) ’T'I’/L<x>’ S n27 Vo e [_171]7

¢) Ortogonalidad de los polinomio de Chebyshev:

Osin#m
<T .1 >—/11 (x)j ( ) P E——Y 1z = #
ny—-m n m\& ] .
. 1_ 2 2Sl?’L m 0

Tsin=m=20
\

Demostracion.

Ver Barazon Pefia (2015).

Teorema 3.0.4.2 Los polinomios de Chebyshev verifican la ecuacion diferencial
(1—2*)T) (x)— 2T (z) + n*T, (x) = 0.

Demostracion.

Ver Barazon Pefia (2015).

Definicién 3.0.4.1 2 El polinomio de Chebyshev U, (x) de segunda clase es un polinomio en x

de grado n, definido por la relacion:

_ sen(n+1)0

U, (x)= sen(@) cuando x = cos(0), n=0,1,2,... (3.10)

n

Las variaciones de = y € son iguales a T, (z).

ZVer Mason y Handscomb (2002)
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De acuerdo a formulas elementales se tiene:

sen(14) = sen(0)
sen(20) = 2sen(f)cos(H)
sen(30) = sen(f)(4cos?(0)—1)

sen(40) = sen(6)(8cos®(#) —4cos(f))

Teorema 3.0.4.3 Los polinomios de Chebyshev U, (x) estan generados por

U,

n

(@) =22U0,(x)-U,_,(z) paran=0,1,2,... (3.11)

con los valores iniciales Uy(z) =1y Uy (z) = 2.

Demostracion.

Ver Mason y Handscomb (2002).

Las expresiones explicitas para los seis primeros polinomios de chebyshev U, (x) son:

U(z) = 2z
Uy(z) = 4a?—1

Us(x) = 8x3—4x
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T

AN~

/ % (
/]|

(

6% ‘ ‘1f0 — Us(x)
Ua(x)

— Us(x)

FIGURA N° 3.8: Polinomios de Chebyshev: U, (z),n =0,1,2,3,4,5

-2+

In[1]:= U[0, x_] =1 + Oxx; U[1, x_.] = 2 x; Uln_, x_] := 2 x Uln - 1, x] - Uln - 2, x]
SetAttributes[U, Listablel;
In[2]:= Table[U[n, x], {n, O, 5}]
In[3]:= Plot[{1, 2 x, -1 + 4 x°2, -2 x + 2 x (-1 + 4 x72),
1 -4x"2+2x (-2x+2zx (-1+14%x°2)),
2 x - 2x (-1 +4 x72) +
2 x (1 -4x"2+2x (-2x+2x (-1+4x72)))},
{x, -1, 1}, PlotStyle -> {Red, Black, Green, Blue, Orange, Purplel},
PlotLegends -> LineLegend[{"UO(x)", "U1(x)", "U2(x)", "U3(x)", "U4(x)", "Us(x)"},

LegendFunction -> Frame], PlotRange -> {{-1.05, 1.05}, {-2.01, 2.2}}]

Codigo Mathematica 111.5: Polinomios de Chebyshev: U, (z),n=0,1,2,3,4,5

Definicion 3.0.4.2 3 El polinomio de Chebyshev V,,(x) de tercera clase es un polinomio en x

de grado n, definido por la relacion:

_cos(n+ 1)6

V., (z)= T , cuando x = cos(f), n=0,1,2,.. (3.12)
cos(50)

Teorema 3.0.4.4 Los polinomios de Chebyshev 'V, (x) estan generados por

v

n

() =22V, (x)—-V,_,(x) paran=0,1,2,... (3.13)

con los valores iniciales Vy(x) =1y V(z) =2z —1

3Ver Mason y Handscomb (2002)
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Demostracion.

Ver Mason y Handscomb (2002).

Las expresiones explicitas para los seis primeros polinomios de chebyshev V,, (z) son:

=

—~

b
I
—_

Va(x) - 217—'1

472 —2x—1

=
B
I

Va(z) = 8x%—4a?—4dx+1
Vi(z) = 162*—8x3 —122%2 +4x+1

Vi(r) = 3225 —162* 3223 +122%2 +62—1

- - llll S v
vv’v v

(x)

(x)

| I (x)

-1.0 -o. A 0 10 | — V3(x)
> ' ‘ — Va(x)
X > ‘ (x)

4 L

24

FIGURA N° 3.9: Polinomios de Chebyshev: V, (z),n =0,1,2,3,4,5.

o

In[1]:= V[0, x_] =1 + Ox*x; V[1, x_] =2 x-1; V[n_, x_] := 2 x V[n - 1, x] - V[n - 2, x]
SetAttributes [V, Listablel;

In[2]:

Table[V[n, x], {n, 0, 5}]
In[3]:= Plot[{1, 2 x, -1 + 4 x”2, -4 x + 8 x"3, 1 - 12 x72 + 16 x74,
6 x - 32 x°3 + 32 x75},
{x, -1, 1}, PlotStyle -> {Red, Black, Green, Blue, Orange, Purplel,
PlotLegends -> LineLegend[{"VO(x)", "Vi(x)", "V2(x)", "V3(x)", "V4(x)", "V5(x)"},

LegendFunction -> Frame], PlotRange -> {{-1.05, 1.05}, {-1.01, 1.2}}]

Codigo Mathematica 111.6: Polinomios de Chebyshev: V, (z),n=0,1,2,3,4,5
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Definicion 3.0.4.3 * El polinomio de Chebyshev W,,(x) de cuarta clase es un polinomio en x

de grado n, definido por la relacion:

sen(n+ )0
W, (z) = 27
n(@) sen(36)

cuando x = cos(0), n=0,1,2,... (3.14)

Teorema 3.0.4.5 Los polinomios de Chebyshev W, (x) estan generados por

w,

n

(@) = 20T, (2) — W

n—

(@) paran=0,1,2, ... (3.15)

con los valores iniciales Wy(z) =1y W, (x) =2z +1

Demostracion.

Ver Mason y Handscomb (2002).

Las expresiones explicitas para los seis primeros polinomios de chebyshev W, (z) son:

Wy(x) = 1

Wi(z) = 2x+1

Wy(z) = 422+422—1

Wi(z) = 8x3+4x?—4x—1

Wy(z) = 162 +8x%—1222 —4x+1

Wi(z) = 322°+162* —3223 — 1222+ 62+ 1

*Ver Mason y Handscomb (2002)

53



)

CAPITULO III: POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

)

f — Wi(x)

; W, (x)

N s/ | 10 — Wa(X)

& W,y (x)

\/ — Ws(X)
2f
St

FIGURA N° 3.10: Polinomios de Chebyshev: W, (z),n =0,1,2,3,4,5.

In[1]:= W[O, x_] =1 + O*x; W[1, x_] =2 x+1; W[n_, x_] := 2 x Wln - 1, x] - Wln - 2, x]

SetAttributes[W, Listablel];

In[2]:= Table[W[n, x], {n, 0, 5}]
In[3]:= Plot[{1, 1 + 2 x, -1 + 2 x + 4 x°2, -1 - 4 x + 4 x"2 + 8 x73,

1 -4x - 12 x72 + 8 x°3 + 16 x74,

1 +6 x - 12 x72 - 32 x”3 + 16 x74 + 32 x5},
{x, -1, 1}, PlotStyle -> {Red, Black, Green, Blue, Orange, Purplel},
PlotLegends -> LineLegend [{"WO(x)", "Wi(x)", "W2(x)", "W3(x)", "W4(x)", "Vb6(x)"},
LegendFunction -> Frame], PlotRange -> {{-1.05, 1.05}, {-3.01, 3.2}}]

Codigo Mathematica TI1.7: Polinomios de Chebyshev: V, (x),n=0,1,2,3,4,5

Teorema 3.0.4.6 Para cualquier funcion f € C1[—1,1], existe una tinica serie de expansion

expresada en términos de los polinomios de Chebyshev de primera clase que converge unifor-

memente sobre [—1,1] a f. Esta expansion se escribe:

%ﬂ) —1<z<1

= Z "o, Ty (z) = chTk
k=0

donde la notacion prima implica que el primer término de la suma debe dividirse a la mitad.
Teniendo en cuenta la ortogonalidad de T, (x), los coeficientes se determinan unicamente por

medio del producto interno
fl f(@)T (x)

c — 1 V1—x2

Pl )
f_ 1 %dx

dx
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Haciendo un cambio de variable, x = cos(0) y usando la identidad de que T} (cos(6)) =

cos(k), la formula anterior reduce a
2 T
cp = —/ f(cos@)cos(kB)d.
TJo

Demostracion.

Ver Barazon Pefia (2015).
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CAPITULO IV:
CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES
INTEGRALES DE FREDHOLM

En este capitulo, se presenta la Cuadratura de Clenshaw-Curtis, como una alternativa para de-
terminar la integral definida de una funcion real de variable real. También la aplicacion de de
la Cuadratura de Clenshaw-Curtis para determinar las soluciones de Ecuaciones Integrales de
Fredholm de Segunda Especie. Para este capitulo se consideran las referencias, como Zaqueu

(2018), Clenshaw y Curtis (1960), Heister y Rebholz (2019) y Barazon Pefia (2015).

4.1 Cuadratura de Clenshaw-Curtis

Una de las més importantes cuadraturas consideradas en el presente trabajo es la cuadratura
de Clenshaw y Curtis. Como en su articulo original de 1960, ver Clenshaw y Curtis (1960).

Clenshaw y Curtis idearon un método fundamental que se basa en calcular aproximadamente

/a e,

utilizando como nodos de cuadratura los puntos de Chebyshev.

la integral

Polinomio Interpolador de Chebyshev

Sean la funcion f : [a,b] = Ry Py(f)(x) el polinomio de grado menor o igual que N que

interpola a f en los extremos de Chebyshev:

a=nny<Ny_1<..<ng=>b

es decir,

1—:L’k+b1+xk

5 5 ,conxk:cosﬁﬁ,k:O,...,N

M —=2a

Se representa el polinomio Py (f)(z) en terminarnos de la base del espacio generada por los

polinomios de Chebyshev de grado menor o igual que N : Tjy;...;7Ty .
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Ahora se determinan los coeficientes c,, tal que:

.
Sean z; = cos &7,i =0,..., N

N
v()@) =) e, Ty (@)
n=0

i
chcos%‘], j=0,...,N

Lema 4.1.0.1 (Ortogonalidad discreta) Se tiene que:

N .

m™j
E w,;co N
3=0

donde

Demostracion.

Sin=m+# 0, N, se tiene:

lsin=m=0,N

™mj

STy S8 T dsin=m#0,N

\ Osin#m

s sij=0,N

~sijel,..,N—1.

4.1)

57
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N . N-1 .
QTN o TJN

g w; cos N Wy +wy + g w; cos N

j=0 J=1

N—1

1 1 1 o TN
- 2N+2N+;NCOS N
N

B 1+1
N N« 2
J=1
1 1 & 2mgn
= —+—(N—-1)4+— .
N N )+2N;COS N
Como
= 27Tjn = 2mjni
Zcos N = Re Ze N
J=1 7=1
627}'\1711’ _627r(NJ\—rl)ni GL]\}“
= Re 2ntni
l—e™ N
27ni
—1
= Re M—zm
l—e~
= —1.
Se tiene que:
N .
2M:i LN—l _Lzl
wicos" =N Ton VD55 =3
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Sin=m=0, N, la formula es:

- mnj wmj AT ) R (F
j:oijOSWCOST = w0+wN+;chos N cos N
11 =1 7m0 #(0))
T AN AN T4 NN TN
1 1 0)j 0
= N + N 2 cos 7T<N)‘7 cos W(N)j
1 1
= —+—=(N—-1
N m™mj m™mj
Luego,j_zochoswcos N = 1.
Sin # m, se tiene:
N , . N . .
Tin _ mwjm 12 ( m(n+m)j w(n—m)y)
Zw‘cos—cos—:— w; | cos +cos .
= J N N 2 = J N N
Donde
Sin+m es par:
N : N-1 .
mn  mwym 1 1 m(n+m)j m(n—m)j
4 w]COSTCOST N+§ 4 wj <COS N —|—COST
7=0 Jj=1
Por otra parte, se tiene:
N-1 : N-1
m(n+m)j nlntm)ji
Z cos N =Re Z e )
Jj=1 Jj=1

e N —e N €

w(n+m)i

l—e ~

eiw(n;]m)i . e7r(n+m)i
= Re m(nt+m)i

w(nt+m)i w(n+m)(N—1)i w(nt+m)i )
N

l—e~
e ™ N — (cos(m(n+m)) +isin(r(n+m)))
1 e W(n]tjm)i
w(nt+m)i
—1
l—e
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CAPITULO IV: CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

N-1 :
Z COSM =Re(—1)=—1.
=1 N

De forma analoga, se tiene:

m(n—m)j
-1
Zcos N
7j=1
por lo que:
N mn  mjim 1 11
;w]coswcosT N+§N((_1>+(_1>)
N , .
w cosmco m:0
TN TN

Para el caso en el que, n+m es impar, se tiene:

N min  wjm 1= m(n+m)j m(n—m)j
jzzoijOSTCOST:§j:Zl’wj (COS N -+ cos N >

donde:

cos ——— =Re Z e N

J=1 J=1
m(n+m)i w(n+m)(N-1)i nw(nt+m)i )

e N —e N e N

w(n+m)i
l—e™~

ew(n;\r]m)i o eﬂ(n+m)i
=Re

1 . ew(n]—tfm)i
_Re© e (cos(m(n+m))+isin(m(n+m)))
= Re Tty
l—e ™ w
w(n+m)i
1
l—e ™ w

N—1 . m(n+m)i
m(n+m)j l4+e w
E COST:RC (m :O,
=1

l—e =~

por ser la parte real de un nimero imaginario puro.
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De forma anéloga, se tiene que,

N-1 . m(n—m)i
n—m 1+e w
Z COS u = Re T anem)i =0
j= N l—e W
]
Teorema 4.1.0.1 Los coeficientes c, de Py (f)(x) en la formula (4.1) vienen dados por:
N min
¢, = ijyjcos—, sin=0,N,
§=0
N win 4.2)
C, = QijyjcosT, sin=1,....N—1.
7=0
Demostracion
Se sabe que
N mTim
y; = ¢, c0s——, j=0,...,N
m=0 N
Multiplicando por a ambos lados de la ecuacion, w, cos % y sumando enj :
N ™in N N mTim ™in
Z:'wjijOST = ij Z CmCOST COST
7=0 7=0 m=0
N N Tim ™in
= Z: CmZU)jCOSTCOSW.
m=0 7=0
Entonces, esta ultima expresion es igual a
N
Z CrOpm =C, Sin=0,N
m=0
1 N
3 Z CoOpm = 5C, sin=1,... N—1
m=0
]
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Cuadratura de Clenshaw-Curtis Expansion

La cuadratura que se considera es la de Clenshaw-Curtis, que se basa en la integracion directa

de la expansion de Chebyshev de orden n del primer tipo para P(z)

Sea P, ( f) el polinomio de grado n que interpolaa f en los nodos de Chebyshev 2, = cos (L) , j =

0,...,n:

P,(f)= chTk(x)
k=0

donde por el Teorema 4.1.0.1 los coeficientes c;, son:

3 o f (x;)cos HE sik=0,n

%Z;-L:Of@j)cos%k sik=1,...,.n—1.

Cp =

Por tanto,

/1f(3;)da:~/ chTk(:c)da::;)ck/l T, (z)dx

1 k=0

Utilizando el Teorema 3.0.4.1,

se tiene que:

que es equivalente a:

1 1 1 1 1 1
[1 Tk(llf)d:l}: 5 |:kj——|—]_ [1 T]é—&-l(x)dx—m[l T];—l(ll)d'r]

(4.3)
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Como T}, (+1) = (£1)*, se tiene que, si k es par

[1 T, (z)dx = 2<kl+ 0 (1—(—1)k+1) — 21 (1-(—DF1) = T

Y si k es impar

/i T, (z)da = 0.

En conclusion, la cuadratura de Clenshaw-Curtis es:

/ f(z)dz ~ Zwk Chos (4.4)

donde

# si k par
wk —

0 sik impar

En forma equivalente se considera la cuadratura de Clenshaw-Curtis:

/f d:c—/ chTk

:/ lim chTk(a:)da:
oo 0

1 n 1
_ coTp(z) — 1

Para simplificar la expresion en (4.5) se puede usar las siguientes propiedades

T T kT, T
/Tk(a:)dx = % ( k1 () 1<;1($)) + constante = k]?—l(lx) — xk k_(f) + constante.

(4.6)

Ti(1) =1y Tp(—1) = (=)~ (4.7)
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Esto lleva a

f(x)dxzco—i—zck/ Ty (z)dax
-1 k=1 -1
o (40 =g 3o (T -9 R R
x k 1L k(=DM (—F
*Por(4.7):co+;ck,<k2_1_k_1_ (k2_>1 _<k_)1)
(BB = k(b— (DR — (B = 1) — (K= 1) (-1)F
= 0+; k( (k2—1)(k—1) )
NS, (M=) (A (1R~ (R 1) (14 (1))
0+; k( (k2—1)(k—1) )
eSS, (AU () — (1)
oy ()
e (A EDh Ak
*;k( (1) (k—1) )
. X0 (14 (=1)k
*D I ra impares k = ¢ c
€saparcece para pares 0"'; k( 1—k2 >

1 1 n n/2 1
2c c
dx ~ E: T, (z)dx = § 2k n
[1f(90) T [1k_00k k(z)dr = co+ 2o T4 T 1on?

donde n debe ser un entero par mayor o igual que 4. Si se insertan los coeficientes c,;, como se

definen en (3.0.4.6) la formula se convierte en

T 1—n2

1 § "2 ([T f(cos ) cos(2k6)d6 ™ f(cos0) cos(nf)df
e e 5 ({1 - o

k=1

Basado en la observacion de los coeficientes en (3.0.4.6), puede ser engorroso calcular tales
integrales, por lo que se usa la regla trapezoidal para aproximar su valor. Se usan los puntos ex-

tremos para n. Polinomio de Chebyshev T, (), dado en (3.0.1.4), como los puntos de muestreo
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para esta aproximacion.

T i n—1
/ f(cos)cos(kf)df ~ % f (x,’%o) cos (kx;’o) + QZf (m;”) cos (k:c;”) + f(x),.,,) cos (l{:x;n)]
0 I =
.o I ! g wkj
=5 _f(l) +(=1)kf(—1) +2;f (cos (—)) cos (T)

lo que implica
2 (" 2 ' kj
—/ f(cosB)cos(kB)dO ~ — Z”f (cos <ﬂ>> cos (Lj>
T J n <= n n

donde la notacion prima doble significa que el primer y Gltimo término de la suma se dividiran

por la mitad.

4.2 Aplicacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis

Las reglas de cuadraturas basadas en nodos equiespaciados parecen naturales, como uno se pre-
guntaria lo que se puede lograr si se utilizan nodos no espaciados. De hecho, utilizando cuida-
dosamente elegidos los nodos no espaciados pueden desarrollar reglas de cuadratura altamente

eficientes y precisas.

La Cuadratura de Clenshaw-Curtis para j; ’ f(x)dz es:

b n
po(f) = / po(@)dz =3 w,f (z,)
a k=0

donde p,,(x) es la interpolacion de Chebyshev para f(z), y los nodos de la cuadratura x; =

—cos (%’r) b*T“ + "'T“) son los puntos de Chebyshev.

. b :
Para n impar, los pesos w;, = fa L, (z)dx satisfacen:

S_Tg k=0,n,
Wk = (4.8)
b’Ta{l—ZjZ ﬁcos(“"’%)} 1<k<n-—1.
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Y para n par,

b2a1 k,’ZO,n,
w, = (4.9)

J L 4322 1005(2]“”)} 1<k<n-—1.

Las primeras reglas de cuadratura de Clenshaw Curtis se resumen en la Tabla

n Cuadratura de Clenshaw Curtis

1 b2a[f(a)+ f(b)]
2 | Y [fla)+4f (42) + £(b)]
30 W [f(a)+9F (BF2) + 95 () + F(b)]

4| B [fa) +8f (25204 2500) +12f (%42) +8F (2520 + 2528) + £(b)]

TABLA N° 4.1: Reglas de la Cuadratura de Clenshaw Curtis

Ejemplo 4.2.0.1 Aproximar f ’Inzdz usando la cuadratura de Clenshaw-Curtis usandon = 4

nodos x;, = —cos (A2) -2 + 942 donde a =1,b=3 y n = 4.

Solucion,

La evaluacion directa resulta:

B COS(OW) (3—1)+3+1_1
To = 4 2 9
1T\ /3—1 3+1 V2
= — - =9 ‘=
xq cos<4>< 5 )—i— 5 5
B COS(%) (3—1>+3+1_2
T2 = 4 2 9
37\ /3—1 3+1 V2
= — - —94 Y=
T3 cos(4>< 5 >+ 5 + 5
A 3—1 3+1
== — —_— :3
Ty cos(4>< 5 )—i— 5

las raices son: zj = 1,2, =2 — \g,x2_2 x3_2+‘2[, yr,=3
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De w,. se tiene:

J
(2 2)
3-1 1 2 2(2)jm 12
_ 2= ) _ _ 2
Wz 4 { 21 4 4j2—1C°S< 4 )} 15’
7j=1
E .
—1 (—1)3 < 2 2(3)jm 8
_ 2= ) _ _°
s 4 { 21 Zeuz_1°%\ 4 15’
7j=1
o3-1 1
Ya T ) T 15

N | . — 8 _ 12
los pesos son: wy = wy = {5, W) = w3 = 15 Y Wy = 13-

Por tanto la cuadratura de Clenshaw-Curtis es:

4 1 8 2. 12 8 2 1
se(H)=)_wf () =1z In(1)+ -1n<2—§)+ﬁ -ln(2)+ﬁ-1n<2+§>+1—5 In(3)
k=0

4
10(f) =" wyf () = 1.2958988
k=0

Usando la funcion QCC|f[z],a,b, n] implementada en Mathematica 13, se tiene:
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nz= F[x_] := Log[e, X];

a=1;
:3;
n=4;

ne= QCC[f[x], a, b, n] // Timing

Xg = 1
1
Xl = - f
Raices X, = 2
X3 = 2+ %
X4 = 3
1
Wg = E
8
Wy = E
Pesos | wy = g
8
W3 = E
1
Wgqg = E
f(Xe) = ©
f(xq) = Log{Z—%]
Imagenes f(x) = Log[2]
f(x3) = Log 2+%]
f(x4) = Log[3]
El resultado es:
5 41log([2] Log[3] 8 1 8
JlLog[x]dlx = + +—Log{27—} + — Log
5 15 15 \/E 15

RS A S b b b e b b b S S S S b S S S b b S S S S b Y

[3Log[x]dx = 1.2959

oute- {0.015625, Null)

El codigo de la implementacion de la funcion QCC|f[z],a,b,n], es:

{2+

1

N2

}

1 In[1]:= QCClf_, a_, b_,

n_] :=
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Module [{i, F, integral, raices, ecuaciones, Vr, solusistema,
imaganes, Puntos, soluaprox, roots, weights, images},
(x¥Attributes [f]l={Listablel}; *)
(*Raicesx*)
x[kk_, nn_, aa_, bb_] := -Cos[kk \[Pi]l/nn] ((bb - aa)/2) + (
aa + bb)/2;
(*PESOS_n_IMPAR%)
wilkk_, nn_, aa_, bb_] :=
If [kk == Il kk == nn, (bb - aa)/(2 nn~2),
If[1 <= kk <= nn - 1, (bb - aa)/nn (1 - \!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Suml\), \(j = 1\),
FractionBox [\(nn - 1\), \(2\)11\(
\*FractionBox [\ (2\), \(4
\*SuperscriptBox [\(j\), \(2\)]1 - 1\)] Cos[2 kk\ j\
\*FractionBox [\(\[Pil\), \(nn\)11\)\))11;
(*PESOS_n_PAR*)
wplkk_, nn_, aa_, bb_] :=
If [kk == Il kk == n, (bb - aa)/(2 (an"2 - 1)),
If[1 <= kk <= nn - 1, (bb - aa)/mn (1 - (-1)"kk/(nn"2 - 1) - \!\(
\*UnderoverscriptBox [N(\[Sum]\), \(j = 1\), \(
\*FractionBox [\ (nn\), \(2\)]1 - 1\)1\(
\*FractionBox [\ (2\), \(4
\*SuperscriptBox [\ (j\), \(2\)] - 1\)] Cos[2 kk\ j\
\*FractionBox [\(\[Pil\), \(an\)JI\)\))1];
r = Table[x[k, n, a, bl, {k, 0, n, 1}];
roots =
Grid[Table [{SequenceForm[Subscript[x, k], " = ",
x[k, n, a, bll}, {k, 0, n, 1}], Frame -> Alll;
w = Tablel[
I1f[EvenQ[n], wpli, n, a, bl, will, n, a, bl]l, {i, 0, n, 1}];
weights =
Grid[Table [{SequenceForm[Subscript ["w", il, " = ",
I1f [EvenQ[n], wp[i, n, a, b], will, n, a, b]11}, {i, 0, n, 1}],
Frame -> All];
ri = Table[f /. x -> x[k, n, a, bl, {k, 0, n, 1}];
images =
Grid[Table [{SequenceForm["f (", Subscriptl[x, k], ") = ",
f /. x -> x[k, n, a, bll}, {k, O, n, 1}], Frame -> All];
Q =ri . w;
Print ["Raices ", roots];
Print["Pesos ", weights];
Print ["Imagenes ", images];
(*Print ["Subsuperscript [\ [Integrall, a, bl

f(x)\[DifferentialD]lx = ",Q];*)
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Print ["El resultado es: 23 g

Print [SequenceForm [\!\(

\*SubsuperscriptBox [\ ("\<\[Integrall\>"\), \(a\), \(b\)],
f, \(\[DifferentialDIx\), \("\< = \>"\)\)1, Ql;

(*Print ["Subsuperscript [\ [Integrall, a, bl
f(x)\[DifferentialDlx = ",Q//N];x*)

Print [ skokskoskok sk sk ok ok o sk sk ok ok ok ok sk ok sk ok okok ok okoskokokokokokok ' ]

Print [SequenceForm [\ !\(

\*SubsuperscriptBox [\ ("\<\[Integrall\>"\), \(a\), \(b\)],
f, \(\[DifferentialD]lx\), \("\< = \>"\)\)1, Q // N1;]1;

Codigo Mathematica IV.1: Cuadratura de Clenshaw Curtis: fa ’ f(z)dx

Ejemplo 4.2.0.2 Aproximar jg)l e~**dz usando la cuadratura de Clenshaw-Curtis usando los

nodosa:kz—cos(ljb—”)b%“+“7”, dondea=0,b=1yn=4.

Solucion

La evaluacion directa resulta:

Ty = —cos(%r)(l;())%—l;o:(),
1\ /1-0 1+0 1 1
xry = —COS<Z>( 9 >—|— 9 :§_ﬁ’
27\ (1—0 1+0 1
Ty = _COS<Z>< 5 >+ 2 25,
3\ (1—0 1+0 1 1
Tg = —COS<Z>( 9 >—|— 9 :i—m,
47\ /1—0 1+0
Ty, = —cos(z)< 5 >—|— 5 =1
lasraicesson:wozo,xlzé—ﬁ,%:%?msz%—ﬁi,ym4=0

70




CAPITULO IV: CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

De w,. se tiene:

N | o, 4 _2
los pesos son: wy = wy = 55,W; =Wz =5 Y Wy = £

Por tanto la cuadratura de Clenshaw-Curtis es:

4
%C(f) :Zwkf(l'k) = %-@_(0)2 +
k=0

4
100 = wyf () = 0.74681985792.
k=0

Usando la funcion QCC|f[z],a,b, n] implementada en Mathematica 13, se tiene:
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nz= FIX_] t=e
a=0;
b=1;
n=4;

nel= QCC[f[x], a, b, n] // Timing

X@ZQ
X, = + -1
175 2
Raices X; = g
1 1
SERERE
X4—1
1
WQ:?Q
4
le?s
2
Pesos [w, = -
4
W3:E
1
W4:?e
f(xe) =1
)
f(x1) = e '?2V2
1
Imagenes f(x2) = =2
B
f(x3) =el?:v®
f(xg) = =
e
El resultado es:
1 1 2 1 1 2
2 1 1 2 4 7(,7 ) 4 7(7+ )
foerax - 2o 2 2 o hEl L A ol
30 30e 564 15 15

R IR b S e bk b S e b b e S SR R R I S IRk kSR

[ee™dx = 0.74682
oue- {0.015625, Null}
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4.2.1 Convergencia de las Cuadratura de Clenshaw-Curtis

Sea Q5 (f) la Cuadratura de Clenshaw-Curtis. Sea P, la mejor aproximacion a una funcion
f € €[—1,1] por polinomios de grado menor o igual que n con respecto a la norma del supremo.

Sea

By, =max,ey | f(2) = Pi(2)| = | f— Pl -

Teorema 4.2.1.1 Sea f € C[—1,1], ¢ es una constante positiva y n > 0. Entonces,
()~ Q3 ()| < B,

Demostracion.

Como P es un polinomio de grado menor o igual que n, se tiene que,

1) = Q3 (D] =L (f=Py) = Q5 (f=Py)| < [ (f = Py)|+|Q5c (f =Pyl
Por una parte,

<2max ey |f(z) = Pi(z)| =2E;.  (4.10)

1
I(f— P = ‘ / )= Py da

Por otra parte, se sabe que:
n
Qi) =) _cxufe
k=0

donde los wj¢ estan dados por (4.4) y los c;, son los del Teorema 4.1.0.1. Entonces,
n * 4 K\ - cc
’QQC (f_Pn)’ S maXOSkzgn ‘(f_Pn>k‘ Z |wk | .
k=0

donde los (f — Pn*);\ son los coeficientes de (4.1) asociados a la funcion f — P;. Ahora,

n el n 2 o0 92 B

k I?ar k par
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Teniendo en cuenta el Teorema 4.1.0.1 ,

3% Z?:o ((f=P) (z;)] ‘cos (%)‘ sik=0,n

((f—Pp)y| < k A
2ol (f=P3) ()] ’cos(k—gl)’ sil<k<n—1.
Por tanto,
k . .
’(f—P*)A‘< ﬁzjzo‘(f—Pn)(%)‘:%En sik=0,n
nlg| =
%Zfzo\<f—P;)(xj)\ =2 pe i1 <k<n—1.
Luego, (f—P;';)Q’ < K'E},ysetiene que, |CS° (f — P)| < KK'E;,. Sumando los 2 valores

absolutos, se tiene,

()= Qsc(f)| < ek,

para una cierta constante positiva c independiente de n. [ |

4.3 Solucion de Ecuaciones Integrales de Fredholm de Segunda Especie

Dada la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie:

b
o(z)=f(x)+ A/ K(z,t)p(t)dt (a<z<b) (4.11)

donde, f es una funcion continua dada y se llama término libre, f : [a,b] — R, K es una funcion
continua dada y se llama nucleo, K : [a,b] X [a,b] — R, ¢ es la funcion continua que se debe
encontrar, ¢ : [a,b] — R.

Las variables x,t recorren el intervalo [a, b].

Y la Cuadratura de Clenshaw Curtis:

Q5o (f) = Zwkf(l’k)
k=0
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que garantiza expresar:

b
/ K, 8)0(t)dt 4.12)

como una suma finita de términos dependientes del nicleo y de la funcion incognita, esto es:

considerando el siguiente cambio de variable:

(b—a)s+ (a+0)

t= 5 , s €[—1,1] (4.13)
se tiene:
b 1
b— b b— b)\ (b—
/ K(:r;,t)go(t)dt:/ K(m,( a)s+(a+ ))¢<( a)s+(a+ )) ( a)ds
a 1 2 2 2
el (b—a)x;+(a+D) (b—a)z;+(a+b)\ (b—a
:ijK (x, 32 )gp( J2 ) 5 )
j=1
(4.14)
donde los zy,...,x;,..., ©,,x, ., son las raices del polinomio de Chebyshev de grado n y
wy,..., W,,w, . las ponderaciones correspondientes (pesos). Se debe tener en cuenta que las
raices Ty,..., T, ..., T,,,Z, 1 son elementos del intervalo [—1,1].

La ecuacion integral de Fredholm (4.11) , se transforma en:

nt1 (b—a)z;+ (a+Db) (b—a)z;+(a+b)\ (b—a)
e S K (a 4.15
o(z) = flz)+ ; ; ( 5 )90( 2 ) 5 (415

donde, z € [a,b],y w € [a,b].

Se considera el siguiente cambio de variable:

ac:(b_a)S;(CH—b) 4.16)
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donde, s € [—1, 1] por tanto la ecuacién integral (4.11) queda definida de la siguiente manera:

(p((b—a)s%—(a%—b)) :f((b—a)s+

2 2

ntl (b—a)s+(a+b) (b—a)z;+(a+D) (b—a)r;+(a+b)\ (b—a)
+>\ZwK< 5 : 5 )w( 5 ) 5
4.17)

(a+b)>

para s € [—1,1].

Ahoraseelijenz, € [—1,1] (cadax,,i=1,2,...,n,n+ 1 es unaraiz del polinomio de Chebyshev)

y se consideran las siguientes expresiones:

. ((b—a)a:i+(a+b)> .

2
; <(b—a)x¢2+ (a+b)) . (4.18)
. ((b_a)a:i2—}—(a+b)’ (b—a)fﬁj; (a+b)> =K, (i,j=1,2,..,n,n+1),

La integral lineal de Fredholm (4.11) se expresa de manera equivalente, por:

n+1

=fz-+A Zw s (i=1,2,mn+1). (4.19)

De esta ultima ecuacion se obtienen, valores ¢, de la solucion ¢ en los puntos de interpolacion

(b—a)x;+(a+b) .

S; ,2=1,2,....,n,n+ 1, el sistema de ecuaciones algebraicas

i 2

b—a )
( 5 )<w1Kz'1901+”'+wn+1Kin+180n+1> (i=1,2,...,n,n+1) (4.20)
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es decir:

)
bf
v =f1 + ! za) (w1 K191 +wo K 900+ 4w, K0, + 0, 1 K1y 10,11)

b_
o= fot AL za) (w1 Ky 1 +wo Koo+ 4w, Ko, + 0, 1 Koy 10,11)

Pn = fn + )\@ (lenlgpl + w2Kn2(102 +e +wnKnn90n + +wn+1Knn+1(pn+l>

b
\gpn+1 = fn+1 + )‘( 2a) (lenlwl + w2Kn2902 +eet wnKnnwn + +wn+1Kn+1n+1(pn+1>

(4.21)

Este sistema de ecuaciones se puede se puede representar de otra manera mas simple, conside-

rando:
1 para 1=
5= (4.22)
0 para i#j
y que:
n+1
0; = Zéz’j%’ (4.23)
j=1

Por tanto el sistema de ecuaciones (4.19) se escribe como:

j=1
es decir
( b—a b—a b—a
(1_>‘( 2 )w1K11>801—>\( 2 )w2K12902—---—)\< 2 )wn+1Kln+190n+1 =h
b—a b—a b—a
) —! 2 )w1K21901_(1_>‘( 2 )w2K22>902_"'_)‘( 2 )wn+1K2n+190n+1 = /2
b—a b—a b—a
—A! 2 )len+11<P1_)‘%sznHz‘Pz_“'_(1_)‘( 2 )wn+1Kn+1n+1>90n+1 =fhi1-
(4.25)
Si se cumple que
(b—a)
det <5¢j_)‘ 5 w; K +0 (4.26)
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el sistema de ecuaciones (4.19) tiene una tnica solucién ¢, (i = 1,2,...,n+ 1) para cada punto
de interpolacion s;(i = 1,2,...,n+1).
Por tanto lo que se ha obtenido, es conjunto de puntos {(s;, ,)}, donde cada ¢, es aproxima-

cion de la solucion ¢ en el punto de interpolacion s,.

Finalmente para hallar la solucion ¢ de la ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda
especie no homogénea, se utiliza la interpolacion polindomica de Lagrange, pero se debe tener
en cuenta que este método de interpolacion no es el inico método con el que se puede encontrar

la solucion .

El codigo de la implementacion de la funcion QCC2EIF|[f[x], Kernel,\,a,b,n], es:

QCC2EIF [ff_, kernel_, \[Lambdal_, a_, b_, n_] :=

3| Module [{i, F, integral, raices, ecuaciones, Vr, solusistema,

imaganes, Puntos, soluaprox},
(*IMPAR*)
wilkk_, nn_, aa_, bb_] :=
If[kk == 0 || kk == nn, (bb - aa)/(2 nn~2),
If[1 <= kk <= nn - 1, (bb - aa)/nn (1 - \!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = 1\),
FractionBox [\(nn - 1\), \(2\)11\(
\*FractionBox [\(2\), \(4
\*SuperscriptBox [\(j\), \(2\)1 - 1\)] Cos[2 kk\ j\

3| \¥FractionBox [A(\[Pi]\), \(an\)1I1\)\))11;

(*PAR*)

wplkk_, nn_, aa_, bb_] :=

If[kk == 0 || kk == n, (bb - aa)/(2 (nn"2 - 1)),
If[1 <= kk <= nn - 1, (bb - aa)/

nn (1 - (-1)"kk/(nn"2 - 1) - \!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[SumI\), \(j = 1\), \(
\*FractionBox [\ (nn\), \(2\)] - 1\)]1\(
\*#FractionBox [\(2\), \(4

\*SuperscriptBox [\(j\), \(2\)1 - 1\)] Cos[2 kk\ j\

3| \*FractionBox [\(\[Pi]\), \(an\)11\)\))1];

x[kk_, nn_, aa_, bb_] := -Cos[kk \[Pi]/nn] ((bb - aa)/2) + (
aa + bb)/2;

w = Tablel[

If [EvenQ[n], wpli, n, a, bl, wili, n, a, b]], {i, 0, n, 1}] //
N

z = Table[x[k, n, a, bl, {k, 0, n, 1}] // N;

(x---- Reemplazo de Raices y Coeficientes en kernel [x,
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t]\[CurlyPhi] [t]:

ANANGE

SubsuperscriptBox [

StyleBox ["\[Integrall",

SpanMinSize->1.,

SpanMaxSize->1.1, "b",

"b"]\ (kernel[x, t]\[CurlyPhi]l
t]\[DifferentialD]t\)\)\[TildeTilde]\!\(
\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(i = 1\), \(n\)I\(
\*SubscriptBox [\ (c\), \(n, i\)]kernel([x, \*
TagBox [

SubscriptBox ["r"

RowBox [{"n", ",", "i"}]],

"MathMLPresentationTag",

5| AutoDelete->True]]\[CurlyPhi] [\*

TagBox [

SubscriptBox ["r"

RowBox [{"n", ",", "i"}1],

"MathMLPresentationTag",

AutoDelete->True]]\)\)-—--%)

integral = \!\(

\*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]\), \(j = 1\), \(n + 1\)I\(w[L
j11 Evaluatelkernmel /. t -> z[[j11] \[CurlyPhil[z[[j11I\)\) //
N

(*---- Raices Subscript[r, n,i] ----x%)

raices = Table[x[k, n, a, bl, {k, 0, n, 1}] // N;

(¥----Sistema de ecuaciones ----%)
ecuaciones =
Table [\[CurlyPhil] [x] == ff + \[Lambdal] integral /.

x -> raices[[il], {i, 1, n + 1, 1}];

(x-=---\[CurlyPhi] [Subscript[r, n,i]]l----%)

Vr = Map[\[CurlyPhi], raicesl];

(*¥----Soliucion del sistema de ecuaciones ----%)

solusistema = Solve[ecuaciones, Vrl;

(xImaganes:\[CurlyPhi] [Subscript[r, n,i]J]l=Subscript[t, il coordx*)
imaganes = Table[solusistemal[[1, i, 211, {i, 1, n + 1, 1}];
(*Soluciones: (x,t) coordx)

Puntos = Table[{raices[[i]], imaganes([[i]]}, {i, nl}];

(xSolucion aproximadax*)

soluaprox =

Fit [Puntos, {1, x, x°2, x°3, x4, x°5, x°6, x°7, x°8, x~9, x~10},
x];

Lagrange [XY_] :=

Module [{j, k, nnn, prod, sum, term, X, Y},
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CAPITULO IV: CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

nnn = Length[XY] - 1;

X =

\!'\(\*SubscriptBox [\ (Transpose [

XYI\), \(N(\[LeftDoubleBracket]\)\(1\)\(\[RightDoubleBracket]\
AVAVERAVE

Y =

\!'\ (\*SubscriptBox [\ (Transpose [

XYI\), \(N\(\[LeftDoubleBracket]\)\(2\)\(\[RightDoubleBracket]\

EIRVAVNAVIH

sum = 0;

For[ k = 0, k <= nnn, k++,
prod = 1;

For[ j = 0, j <= nnn, j++,
term = Which[ j == k, 1,

j'=k, (x -

+

\ !\ (\*SubscriptBox [\ (X\), \(\(\[LeftDoubleBracket]\)\(j

1\)\(\[RightDoubleBracket]\)\)I\))/(

+

\!'\ (\*SubscriptBox [\ (X\), \(\(\[LeftDoubleBracket]\)\(k

31 1\)\(\[RightDoubleBracket]\)\)J\) -

+

\ !\ (\*SubscriptBox [\ (X\), \(\(\[LeftDoubleBracket]\)\(j
1\)\(\[RightDoubleBracket]\)\)I\)) 1;
prod = prod term; 1;

sum = sum +

+

\ !\ (\*SubscriptBox [\ (Y\), \(\(\[LeftDoubleBracket]\)\(k
1\)\(\[RightDoubleBracket]\)\)1\) prod; 1;
Return[sum]; 1];

P[x_] = Lagrange[Puntos];

2| Qlx_] = InterpolatingPolynomial [Puntos, x];
3| Print [" "1;
Print [

5| "La Ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda especie no \

homogéneas es:"];

Print ["\[CurlyPhi](x) = ", £f, " + ", \[Lambdal,

"\!\ (\*SubsuperscriptBox [\ (\[Integrall\), \(a\), \(b\)I\) (",
kernel, ")\[CurlyPhi](t)\[DifferentialD]t"];

Print["Para ", n,

" puntos de interpolacion, se tiene la aproximacién"];
(*Print ["\[CurlyPhi] (x) \[TildeTilde] ",soluaprox];*)

(*Print ["\[CurlyPhi] (x) \[TildeTilde] ",P[x]//Expand];*)

Print ["\[CurlyPhi] (x) \[TildeTilde] ", Q[x] // Expandll;

Codigo Mathematica IV.2: Cuadratura de Clenshaw Curtis para ecuaciones integrales de Fredholm de

segunda especie
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CAPITULO IV: CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

A continuacion se determinara solucion aproximada de ecuaciones integrales de Fredholm de
segunda especie, para tal fin se hace uso del sistema de algebra computacional Mathematica
13, en el que se ha implementado el método de solucion presentado. Para aplicar el método de
solucion, la cuadratura de Clenshaw Curtis para ecuaciones integrales de Fredholm de segunda

especie, se consideran las siguientes ecuaciones integrales :

Lop(z)=a+5 [ (t—a)p(t)dt
2. p(a) =2+ 1 [ (22 +12) p(t)dt
3. p(a)=1+21 [ cos(t—a)p(t)dt
4. p(a) =+ T [ sen(wt)p(t)dt

1
5. p(@)=1+21 [ (magz) e(t)dt

1. La ecuacion integral:
1

o@)=vty [ -

tiene por solucion a: p(z) = 1 + 2z y donde: f(z) =z, A = 2, K (2,t) =t—z,a=—1y

b=1

Utilizando el método de la cuadratura de Clenshaw Curtis para ecuaciones integrales
de Fredholm: QCC2EIF [f[x], Kernel,\,a,b,n|, implementado en Mathematica 13,

se obtuvieron los siguientes resultados:

En particular, se considera la aproximacion de p(x) = % + %x, tomando n = 45, que es

un polinomio de grado 44:

1
QCC2EIF[x,t—x, 5,—1, 1,45]
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Error maximo:
[o(z) — 0 ()]
5 2.22045 x10~16
15 9.18743 x10~16
25 1.44329 x10~1°
35 7.77156 x10~16
45 8.88178 x10~16

TABLA N° 4.2: Ecuacion integral: ¢(z) =z + 1 f_11 (t—x)p(t)dt .

1
@(X) =X + E F (t-x)p(t)dt

Para 45 puntos de interpolacion, se tiene la aproximacidn: @u5[x] = 0.25 +

0.75x +4.67182 x 10 1 x? - 1.84305 x 10 ** x> - 1.16577 x 10 1 x* + 1.53532 x 10 2% x° +
.2328x 101 x° - 6.21991 x 10 x” - 2.80419 x 10 8 x® + 1.4723 x 107 x° + 5.67693 x 10~/ x*° -
.25912 x 10°° xM - 7.62035 x 107 x'? + 0.0000240303 x> + 0.0000724088 x'* - 0.000185509 x*° -
.000508044 x'® + 0.0010734 x'7 + 8.00270851 x'® - 0.0047631 x*° - 0.0111917 x*° + 0.0164704 x** +
.0363366 x** - 0.0448571 x** - 8.0935305 x** + 0.0968117 x** + ©.1918 x*° - 8.165901 x>’ -
.313697 x*® + ©.225226 x*° + 0.408028 x>° - 0.240537 x** - 0.418931 x3? + 0.199469 x> +
.335009 x>* - 8.125703 x>° - 0.204158 x>° + 0.0581316 x>’ + 0.0915388 x>® - 0.0185914 x>° -
.0284535 x*° 1+ 0.00367221 x*! + 8.00547485 x** - 0.000337404 x** - 0.000491079 x**

®© ® ®© ® ®©O N

FIGURA N° 4.1: Solucion aproximada de la Ecuacién integral: p(z) = 2+ 3 [ 11 (t—x)p(t)dt,

paran =45.

También, se considera la representacion grafica de ¢(x) = i + %x Y ©45()

@(X) VS @45(X)

1.0 @a5(X)
1 3x
e
4 4
0.5F
-1.0 -0.5 0.5 1.0
-05F

FIGURA N° 4.2: Solucion exacta ¢(x) y Solucion aproximada ¢ 5 ().
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Y la representacion grafica de de o(z) — ¢ 5(2)

@(X) = Pas(X)

5.x1071¢

1 3x
i = +— —y5(x)
4

FIGURA N° 4.3: Solucion exacta - Solucion aproximada, ¢(x) - @45 ().

De los resultados se concluye que, a medida que se incrementa el nimero de iteraciones,

el error de aproximacion de la solucion ¢,, (z), cada vez es menor.

2. La ecuacion integral

o(x) =x2+1/ (22 +1%) p(t)dt,
0

tiene por solucion exacta: p(z) = 2 4 392% donde: f(z) = 22, A = 1, K (z,t) = 2° +
t2,a=0yb=1
Utilizando el método de la cuadratura de Clenshaw Curtis, implementado en Mathematica

13, se obtuvieron los siguientes resultados:
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Error maximo:

lo(2) =@, (2)]

5 8.88178 x10~16

15 1.33227 x10~1°

25 2.77556 x1071°

35 5.97719 x10~?

45 0.00142358

TABLA N° 4.3: Ecuacion integral: o(x) = 22 +1 Ll (22 +12) p(t)dt.

2
9 +30m

En particular, se considera la aproximacion de ¢(z) = 17 + *71—, tomando n = 45, que

es un polinomio de grado 44:

QCC2EIF[z% 2?+12,1,0,1,45]

o(x)=x° + 1 Lb (£ +X°)p(t)dt

Para 45 puntos de interpolacion, se tiene la aproximacidn: @45[x] = ©.818182 +

2.70406 x 107 1% x + 2.72727 x* + 3.23684 x 10™ x> - 0.0000405066 X* + 0.00319243 X° -
.172595 x® + 6.7941 x” - 203.292 x® + 4773.92 x° - 99153. x*® + 1.39543 x 10° x** -
.79749 x 107 x*? + 1.95088 x 108 x*3 — 1.80239 x 10° x'* + 1.42966 x 10° x*° - 9.80672 x 10%° x'° +
.8529 x 10 x¥ - 3.05512 x 10*% x*® + 1.40088 x 10** x*° - 5.66355 x 10" x%° + 2.02498 x 10 x*! -
.41913 x 10™* x*? + 1.80761 x 10*° x*> - 4.52826 x 10> x** + 1.01012 x 10'® x*° -
.00736 x 10%° x?® + 3.55367 x 10%° x*” - 5.6012 x 10° x*® + 7.85154 x 10 x*° - 9.77115 x 10° x*° +
.07697 x 10Y7 x3! - 1.04794 x 18" x*? + 8.9647 x 10° x>3 - 6.70661 x 10 x** + 4.35829 x 10° x> -
.43922 x 10%° x3¢ 1+ 1.16284 x 10° x>” - 4.65425 x 10> x*® + 1.53401 x 10> x*° -
05259 x 10™* x*® 1 8.24741 x 103 x** — 1.21343 x 10* x** + 1.14844 x 10> x** - 5.24899 x 10" x**

A N RPN O VT RO

FIGURA N° 4.4: Solucion aproximada de la Ecuacion integral: p(z) =2+ 5 [ 11 (t—x)p(t)dt,
para n = 45.
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3022

., . <7 r 9
También, se considera la representacion grafica de o(x) = 7 + 71~ Y ©45()
@(X) VS pas(X) “
5 |-
Pa5(X)
4 .
9 30x2
gle —+
1 11

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

oL

FIGURA N° 4.5: Solucion exacta ¢(x) y Solucion aproximada ¢ 5 ()

Y la representacion grafica de de p(z) — ¢ 5 ()

@(X) = Pa5(X)

0.0010

T

0.0005

-0.0005

T

-0.0010

-0.0015+

FIGURA N° 4.6: Solucion exacta - Solucion aproximada, ¢(x) - ¢ 5(x)

De los resultados se concluye que, a medida que se incrementa el nimero de iteraciones,

el error de aproximacion de la solucion ¢,, (x), cada vez es mayor.

3. La ecuacion integral

olr)=1+ l/ cos(t—x)p(t)dt,
TJ1

tiene por solucién exacta: p(z) =1+ %, donde: f(z) =1,A= 1 K(z,t) =
cos(t—x),a=—1yb=1
Utilizando el método de la cuadratura de Clenshaw Curtis, implementado en Mathematica

13, se obtuvieron los siguientes resultados:
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Error maximo:
lo(z) — ¢, ()]
5 0.000108315 x10°
15 8.88178 x10~16
25 2.44249 x1071°
35 2.33147 x1071°
45 2.44249 x1071°

TABLA N° 4.4: Ecuacion integral: (z) =1+ 2 f_ll cos(t—x)p(t)dt.

En particular, se considera la aproximacion de p(x) =1+ %, tomando n = 45,

que es un polinomio de grado 44:

1
QCC2EIF[1,cos(t—x),—,—1,1,45]
s
1
ox)=1+ — f Cos[t - X](t)dt
T
Para 45 puntos de interpolacion, se tiene la aproximaciodn: @45[Xx] = 1.99763 -

2.83662 x 10 x - ©.498814 x° + 8.03003 x 10 12 x> + 0.0415678 x* - 6.41664 x 10 *° x° -

00138559 x® + 2.44803 x 108 x” + 0.0000247636 x® - 5.4629 x 10" x° - 5.50331 x 10~/ x*° +

.95064 x 107 x™! + 2.41445 x 107 x'? - 0.0000807449 x* - 0.0000143081 x'* + 0.000598629 x° +
000055458 x'° - 0.00334286 X7 - 0.000111623 x*® + ©.0143734 x*° - 0.000134917 x*° -

.0483218 x*! + 9.00197203 x** + ©.128314 x> - 0.00821395 x** - 0.27068 x>° + 0.0219276 x*° +
.454393 x?’ - 0.0423202 x*® - 0.60554 x*° + 0.061352 x*° + 0.636028 x>! - 0.0675547 x>* -

.519653 x>3 + 0.08562806 x>* + 0.32319 x> - 0.0348894 x>® - 0.147736 x>” + 0.0155778 x>& +

0467734 x>° - 0.0047241 x*° - 0.00915875 x** + 0.000868327 x** + 0.000835323 x** - 0.0000726953 x*

® ®© ®© ®©® ®© N ©&

FIGURA N° 4.7: Solucion aproximada de la Ecuacion integral: p(x) = 1 + %, para

n =45

También, se considera la representacion grafica de p(x) =1+ % Y ©45()
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@(X) VS @a5(X) ‘

2.0
1.9F
18

1.7
@a5(X)

16F 4 cos(x) sin(1)
1+

¥ f f s -2+27m-sin(2)
-1.0 -0.5 0.5 1.0

FIGURA N° 4.8: Solucion exacta ¢ (z) y Solucion aproximada ¢, ()

Y la representacion grafica de de o (z) — ¢ 5()

@(X) = Pa5(x)

4 cos(x) sin(1)
14— - @ss(X)

FIGURA N° 4.9: Solucion exacta - Solucion aproximada, ¢(x) - @5 ()

De los resultados se concluye que, a medida que se incrementa el nimero de iteraciones,

el error de aproximacion de la solucion ¢, (z), cada vez es menor.

4. La ecuacion integral

o(z) = x+g /O sen(at)p(t)dt,

donde: f(z) =x,A =3, K(z,t) =sen(st),a=0yb=1
Utilizando el método de la cuadratura de Clenshaw Curtis, implementado en Mathematica

13, se obtuvieron los siguientes resultados:
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Error maximo:

lo(2) =@, (2)]

5 0.0000235583 x10°

15 1.33227 x10~1°

25 0.462549 x10°

35 4.40208 <107

TABLA N° 4.5: Ecuacion integral: p(z) =+ 5 fol sen(xt)p(t)dt.

En particular, se considera la aproximacion de ¢(z), tomando n = 35, que es un polino-

mio de grado 44:
QCC2EIF|z,sen(xt), g 0,1,45]

(X)) = X + Lzrf Sin[t x]@(t)dt

Para 35 puntos de interpolacion, se tiene la aproximacidén: @i5[x] = 0. +2.03304 X +
7.0645 x 10712 x? - 09.102713 x> + 1.69738 x 10/ x* + 0.00364716 X° + 0.000366779 X° -
0.0103449 x’ + 8.215554 x® — 3.46925 x° + 43.7747 x*° - 441.086 x** + 3605.27 x*? - 24219.9 x** +
135194. x* - 632678. x*° + 2.50031 x 10° x*® - 8.39241 x 10° x'” + 2.40308 x 10’ x*& -
5.88852 x 107 x™® + 1.23724 x 10% x*° - 2.23079 x 108 x*! + 3.45022 x 108 x** - 4.56971 x 10% x*> +
5.16695 x 108 x** - 4.96367 x 10% x*° + 4.02366 x 108 x%° - 2.72628 x 108 x*7 + 1.52399 x 108 x& -
6.90217 x 107 x*° + 2.468 x 107 x*° - 6.70281 x 10° x> + 1.29884 x 10° x*? - 159916. x> + 9398.88 x>

FIGURA N° 4.10: Solucion aproximada de la Ecuacion integral: p(z) =z + 5 [ 11 (t—x)p(t)dt,
paran =45

Y la representacion grafica de de o (z) — ¢35 ()
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JT
@35(X) — (X + EfSin[tX](p_:,s(t)cﬂt)

4.x10°F
3.x107°F
2.x107° [

1.x10°

0.2 0.4 0.6 0. 0

-1.x107°F

—2.x107°

() + AK@ - @35(x)

FIGURA N° 4.11: Solucion aproximada ¢ 5 ()

De los resultados se concluye que, a medida que se incrementa el numero de iteraciones,
el error de aproximacion de la solucion ¢, (x), presenta un comportamiento atipico con

respecto al error obtenido.

. La ecuacidn integral

p(z) = 1+%/01 (ﬁ) o(t)dt,

donde: f(z) =1, =1 K(z,t)= 1 —5,a=0yb=1

= @02’

Utilizando el método de la cuadratura de Clenshaw Curtis, implementado en Mathematica

13, se obtuvieron los siguientes resultados:
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CAPITULO IV: CUADRATURA DE CLENSHAW-CURTIS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

Error maximo:

lo(2) =@, (2)]

5 0.00134908 x10°

15 9.91201 x10~°

25 2.01172 x10713

35 2.66454 x1071°

45 2.66454 x1071°

TABLA N° 4.6: Ecuacion integral: ¢(z) =1+ 2 fol (ﬁ) (t)dt

x—t)2

En particular, se considera la aproximacion de ¢(z), tomando n = 45, que es un polino-

mio de grado 44:
1 1
CC2EIF|l,—,—,0,1,45
Q [71+($—t)2,7T, 9 ) ]
1
ox) =1+ — L o(t)dt
701+ (-t +%)?
Para 45 puntos de interpolacion, se tiene la aproximaciodn: @s5[x] = 1.91903 -

2.03171 x 10 ¥ x - 0.311728 x? + 5.0514 x 10 % x> + 0.0157055 x* - 4.18525 x 10 2° x° +

0196866 x° + 1.6856 x 10 % x” - 0.000382525 x® - 4.03287 x 10~ x° - 0.00312329 x*° +

.3547 x 10°° x* + 8.0000503552 x'? - 8.0000701152 x> + 8.000389515 x** + 0.000564278 x*° +
.00120982 x'® - 0.00340976 x*” - ©.00642495 x'® + 0.0157994 x*° + 0.0256849 x*° —

.0569902 x*! - 0.0827284 x*> + 0.161686 x>* + 0.212764 x** - 0.36299 x** - 0.438203 x*° +
.646193 x?7 + 8.723006 x°® - 0.910266 x*° - 0.952152 x>® + 1.00772 x*! + 8.992686 x>2 -

.86553 x>3 - 8.807956 x>* + 0.564551 x*° + 0.502059 x>® - 0.270067 x>’ - 8.229859 x>8 +
.0893024 x*° + 0.0730337 x*° - ©.0182301 x*! - 9.0143758 x** + ©.00173046 x*> + 0.00131984 x**

®© ®© ® ® ®O© OO ®

FIGURA N° 4.12: Solucién aproximada de la Ecuacion integral: ¢(z) =z + 1 Lll (t—x)p(t)dt,
paran =45

Y la representacion grafica de de p(z) — p 5(x)
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Pas(X) = (1 + — ————— @ys(t)dt)
7T+ (-t+x)°

-2.x107°
f(X) + AK@ - @45(x)

FIGURA N° 4.13: Solucion aproximada ¢ ()

De los resultados se concluye que, a medida que se incrementa el nimero de iteraciones,

el error de aproximacion de la solucion ¢,, (z), cada vez es menor.
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CONCLUSIONES

CONCLUSIONES

. La cuadratura de Clenshaw-Curtis se aplica en la determinacion de soluciones aproxima-
das de ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie considerando que el nucleo

de la ecuacion integral sea continuo.

. La cuadratura de Clenshaw-Curtis se usa teniendo en cuenta la condicidn del nucleo de

la integral de Fredholm y discretizando el operador integral

. Las soluciones aproximadas de las ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie
se obtienen mediante la determinacion de polinomios que usan los nodos de Chebyshev

como nodos de interpolacion.

. Con ayuda del sistema de algebra computacional software Mathematica 13, se logra im-
plementar la cuadratura de Clenshaw-Curtis para la determinacion de las soluciones nu-

méricas aproximadas de las ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie.
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RECOMENDACIONES

RECOMENDACIONES

1. Aplicar la cuadratura de Clenshaw-Curtis, para la determinacion de soluciones aproxima-
das de ecuaciones integrales Fredholm de segunda especie que estan definidas en regiones

bidimensionales.

2. Aplicar la cuadratura de Clenshaw-Curtis, para la determinacion de soluciones aproxi-

madas de sistemas de ecuaciones integrales Fredholm de segunda especie.

3. Incluir en el plan de estudios de la Maestria en Matemadtica cursos sobre el manejo de

herramientas de simulacion y sistemas de algebra computacional.
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ANEXOS
Anexo A: Software Mathemtica

Mathematica es considerado un SAC (Sistema de Algebra Computacional) muy grande y com-
plejo. Posee cientos de funciones para realizar diversas tareas en matematicas, ingenieria y otras
areas. Las tareas incluyen computacion simbdlica y numérica, programacion, analisis de datos y
representacion. Es compatible con diferentes sistemas operativos, como: Windows, Macintosh,

Sistemas Unix. Fue desarrollado por Stephen Wolfram.

El kernel
El kernel es el motor computacional de Mathematica. Ingresas instrucciones y el kernel
responde con respuestas en forma de numeros, graficos, matrices y otras presentaciones
apropiadas. El kernel funciona en silencio en el fondo y, en su mayor parte, es invisible.

El kernel esté escrito principalmente con el lenguaje de programacion C.

El Front end
La interfaz entre el usuario y el nucleo se llama Front end y el medio del Front end
es el notebook (cuaderno de trabajo de Mathematica). El notebook no solo le permite
comunicarse con el kernel, sino que es un herramienta conveniente para documentar el

trabajo

Las celdas
El Front end tiene una caracteristica importante a su derecha: las barras limitadoras de-
nominadas celdas. Estas barras limitan las acciones al interactuar con el kernel. El ntcleo
evaltia un notebook(cuaderno) celda por celda, por lo que la forma en que el Front end in-
teractua con el kernel, es mediante las teclas < Shift > + < Enter >. En Mathematica
se tienen las siguientes convenciones con respecto a los comandos que el usuario escribe:
Mathematica es Case-Sensitive, es decir distingue entre minusculas y mayusculas. Toda
funcion predefinida en Mathematica inicia con mayusculas. Mathematica considera los

espacios. Un espacio entre variables algebraicas representa el producto de las variables.
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Los corchetes [ ] se reservan para limitar el argumento de funciones. Las llaves para
limitar listas y los paréntesis (), para indicar prioridad en las operaciones. Todo aquello

limitado por (* y *), serd omitido por el kernel.

Los Notebooks
El Notebook es el conjunto de todas las celdas que contienen los célculos de una sesion.
Los Notebooks son guardados como archivos con extension ’nb”. Pueden tenerse abiertos
al mismo tiempo varios Notebooks, y se les puede cambiar el tipo de letra, asi como copiar

y pegar con otros programas como Word.

Lista de funciones

En el desarrollo del presente trabajo se consideran las siguientes funciones que estan imple-
mentadas en Mathematica (para acceder a estas funciones consulte el Menu Help, Wolfram

Documentation):

Abs|z]

Retorna el valor absoluto de un nimero real o complejo z.

Apply[ f,expr]

(f@@expr) Reemplaza el encabezamiento de la expresion expr por f.

Cancel[expr]

Cancela los factores comunes en el numerador y denominador de la expresion expr.
Differential D[x] retorna como dx.

Dolexpr,i,, 4]

Evalua expr ¢,,,,,, veces.

Dolexpr,i,%,, 4]

Evalta expr con la variable ¢ sucesivamente tomando los valores desde 1 hasta ¢ en

max(

incremento de 1).
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Dolexpr,i,%0ins tmax ]

Evalua expr con la variable 7 sucesivamente tomando los valores desde ¢,,,;,, hasta ¢ en

ma:c(

incremento de 1).

Dol[expr,z, ¢ 1 d,;]

min’ “max>

Evaltia expr con la variable 7 sucesivamente tomando los valores desde 7,,,,,, hasta s en

mam(

incremento de d;).

Dot[a,b,c]

(a.b.c) Retorna el producto punto de vectores, matrices y tensores.

Expand[expr]

Desarrolla productos y potencias de enteros positivos en expr.

Evaluate[expr]
Evalta expr incluso si aparece como el argumento de una funcion cuyos atributos espe-

cifican que debe mantenerse sin evaluar.

EvenQ[expr]

Retorna como resultado Verdadero si expr es un entero par, y falso en caso contrario.

Fit{data,f,, fo, ..., f,,, 2, Y, ...]

Encuentraunajustea; f; +as fo + ... +a,, f,, para una lista de datos de funciones de

variables x, v, ....

For([start,test,incr,body]
Ejecuta start luego, repetidamente evalta body y también ¢ncr hasta que test falle en

retornar verdadero.

If[condicion,t,f]

Retorna ¢ si la condicion es verdadera, y f si la condicion es falsa.

If[condicidn,t,f,u]

Retorna w si la condicion no es verdadera ni falsa.
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Integrate[f,x]

Retorna la integral indefinida [ f(x)dx.

Integrate[f, x,x x

min’ maa:]

Retorna la integral definida [ fre fa)da.

n

InterpolatingPolynomial[ f, f5,...,X]
Construye un polinomio de interpolacion en x que reproduce los valores de funcion f; en

valores enteros sucesivos 1,2, ... de x.

Length[expr]

Retorna el numero de elementos de expr.

Map| f,expr]

Aplica f a cada elemento del primer nivel de expr.

Module[x,y,...,expr]
Especifica que las ocurrencias de los simbolos x,y, ... en expr deben ser tratados como

locales.

Module[x=x0,...,expr]

Define valores iniciales para x,... .

Nlexpr]

Retorna el valor numérico de la expresion expr.

N[expr,n]

Retorna un resultado con n digitos de precision

Position[expr, pattern]
Retorna una lista de las posiciones de los objetos que coinciden con el patron pattern que

aparece en la expr.

Print[expr]

Imprime la expresion expr como resultado.
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Set(=) (lhs =rhs)
Evalua el rhs y asigna el resultado como valor de lhs. A partir de entonces, lhs se sustituye

por rhs, siempre que aparezca.

Solve[expr,var]

Intenta resolver el sistema expr de ecuaciones o inecuaciones para las variables vars

Sqrt 2]

Retorna la raiz cuadrada de z.

Subscript[x,y]

Es un objeto que da formato de subindice, por ejemplo xy.

Subscript[x,y,z,...]

Es un objeto que da formato de subindice, por ejemplo xy,z,....

SubsuperscriptBox|[x,y,z]

Es la representacion de cuadro para x en las expresiones de un notebook.

Sum[f (7/> aiaimin ’ima:t]

Evalta la suma Zz’"‘” f(@).

min

Sum[ £(3),3,7,,,50 5500 ]

min’‘max>

vall u : i), u ;-
Evalua la suma ) ™" sando incrementos d,

min

Table[expr,i

maw]

Genera una lista de 7,,,,,,, copias de expr.

Table[expr,i,:

'I’)’LCLCC]

Genera una lista delos valores de expr cuando 1 recorre desde 1 hasta z,,, ...

min ’Zma:n]

Table[expr,i,:

Genera una lista delos valores de expr cuando i recorre desde ,,,;,, hastai,, ..

Transpose[lsit]

Transpone los dos primeros niveles de list.
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TrigExpand[expr]

Desarrolla las funciones trigonométricas en expr.

Which|[test1,valuel,test2,value2,...]
Evalta cada una de las pruebas 7 (test?) a su vez, devolviendo el valor ¢ (value?) corres-

pondiente a la primera que retorna verdadero.

While[test,body]
Evalua la prueba test, después el cuerpo body, repetidamente, hasta que la prueba no sea

verdadera.
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Anexo B: Resultados Numéricos
RESULTADOS NUMERICOS

Los resultados obtenidos se calcularon con los programas realizados en Mathematica:

1. Cuadratura de ClenShaw Curtis

La funcion QCC[f ,a_,b ,n_] permite determinar el valor aproximado de fa ’ f(z)dx

QCC[f_,a_,b_,n_] := Module[{i, F, integral, raices, ecuaciones,

Vr, solusistema, imaganes, Puntos, soluaprox, roots, weights, images},
(»Attributes[f]={Listable};*)

(*Raices*)

x[kk_, nn_, aa_, bb_] :

—Cos[kk ;]

3

7T [bb—aa] aa +bb
+ .

2 2
(*PESOS_n_IMPAR«)

wi[kk_, nn_, aa_, bb_] :=

bb - aa bb - aa 2 7T
I-F[kk==0||kk==nn, ,I-F[ls kk < nn-1, 1-> Cos[Zkkj—] ”,
2 nn? nn G4ait-1 nn
(*PESOS_n_PAR«)
bb - aa
wp[kk_, nn_, aa_, bb_] := I-F[kk =0||kk=n, ——,
2 (nnz—l)
bb - aa (-1)kk 7t w
I-F[ls kk < nn-1, 1- - Cos[zkkj—] ]],
nn nn’-1 35 43°-1 nn
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r = Table[x[k, n, a, b], {k, 6, n, 1}];
roots = Grid[Table[ {SequenceForm[x,, " = ", x[k, n, a, b]1]1}, {k, @, n, 1}], Frame -> All];
w = Table[If[EvenQ[n], wp[i, n, a, b], wi[1, n, a, b]], {i, @, n, 1}];

weights =
Grid[Table[ {SequenceForm["w";, " = ", If[EvenQ[n], wp[i, n, a, b], wi[1, n, a, b]]]},

{i, @, n, 1}], Frame -> A11];
ri = Table[f /. x -> x[k, n, a, b], {k, @, n, 1}];
images = Grid[Table[
{SequenceForm["f (", xx, ") = ", f /. x->x[k, n, a, b]1}, {k, @, n, 1}], Frame -> All];

Q=ri.w;
Print["Raices

, roots]; Print["Pesos ", weights]; Print["Imagenes ", images];

(*Print [J:’f (x)dx = ",Q] 5%)

Print["El resultado es: "1s Print[SequenceForm["f":, f, dx, " = "], Q];
(*Print[“Lbf (x)dx = ",Q//N]_;*) Print["ssxsxskxshrdkhnhrhhnhhhhrkrhhrkrss' |
Pr‘int[SequenceFor'm[" " Frdx, " = "], Q// N] ;];

donde los parametros necesarios de la funcion QCC[f ,a_,b ,n_], son:

f : Integrando

a : Extremo inferior del intervalo de integracion

b : Extremo superior del intervalo de integracion

n : Cantidad de puntos
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2. Cuadratura de ClenShaw - Curtis para ecuaciones integrales

La funcion QCC2EIF([f K ,\, ,a ,b ,n | permite determinar la solucion aproxi-

mada de

b
() = f() + A / K (t,2)p(t)dt

QCC2EIF[ff_, kernel_, x_,a_, b_, n_] := Module[

{i, F, integral, raices, ecuaciones, Vr, solusistema, imaganes, Puntos, soluaprox},
(*IMPAR+)

wi[kk_, nn_, aa_, bb_] := I-F[kk =0 | | kk == nn,

nn-1

bb - bb - o>
aa,I-F[ls kk < nn-1, 22 1—2 Cos[zkkjl] ]],
2 nn? nn n4jit-1 nn
(*PAR«*)
bb - aa
wp[kk_, nn_, aa_, bb_] := I-F[kk =0||kk=n, —
2(nn2—1)
bb - T
If[ls kk < nn-1, 22 1—( ) —ZZI Cos[Zkkjl] H,
nn nn?-1 35 43°-1 nn

7 bb - aa aa +bb
x[kk_, nn_, aa_, bb_] := —Cos[kk —] [ ] + ;
nn 2 2

w = Table[If[EvenQ[n], wp[i, n, a, b], wi[i, n, a, b]], {i, @, n, 1}] // N;
z = Table[x[k, n, a, b], {k, @, n, 1}] // N;

(¥*---- Reemplazo de Raices y Coeficientes en kernel[x,t]e[t]:
Jkernel[x, t1¢[t1dt=3]_ cn kernel [X,ry, 110 [Fy,i]1----%)

n+l

integral = Zw[[j]] Evaluate[kernel /. t » z[j1] ~¢[z[jI]1 // N;
j=1

(¥---- Raices r,; ----%)
raices = Table[x[k, n, a, b], {k, ©, n, 1}] // N;
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(*----Sistema de ecuaciones ----x)
ecuaciones = Table[¢[x] == ff + Aintegral /. x » raices[[i]], {i, 1, n+1, 1}];

(¥=-=-@[Prn,i]-—--%*)
Vr = Map[¢, raices];

(*----Soliucion del sistema de ecuaciones ----x)
solusistema = Solve[ecuaciones, Vr];

(«xImaganes:o[r, ;]=t; coordsx)
imaganes = Table[solusistema[[1, i, 2]], {i, 1, n+1, 1}];

(*Soluciones: (x,t) coordx)
Puntos = Table[{raices[[i]], imaganes[[i]]}, {i, n}];

(*Solucion aproximadax)
soluaprox = Fit[Puntos, {1, x, x?, X3, x*, x°, x®, X, x®, x°, x**}, x];

Lagrange[XY_] :=
Module[{j, k, nnn, prod, sum, term, X, Y},

nnn = Length[XY] -1;

X = Transpose[XY] 133
Y = Transpose[XY] ;3
sum = 0;

For[ k=0, k<nnn, k++,

prod = 1;

For‘[j =0, j<nnn, j++,
term = Which[j =k, 1,

X = Xpjeag
jEky, — |5
X|[k+1]] - X|[j+1]]
prod = prod term; ];
sum = sum + Y,y prod; ];

Return[sum]; ];
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P[x_] = Lagrange[Puntos];
Q[x_] = InterpolatingPolynomial [Puntos, X];

Print[" "];
Print][
"La Ecuacidén integral lineal de Fredholm de segunda especie no homogéneas es:"];

Pr‘int["tp(x) =", F, e, "f(", kernel, ")(p(t)dlt"];
a

Print["Para ", n, " puntos de interpolacion, se tiene la aproximacion"];
(¥Print["e (x) = ",soluaprox];x)

(*Print["e (x)

123

",P[x]//Expand] ;*)

Print["@(x) = ", Q[x] // Expand]];

donde los parametros necesarios de la funcion QCC2EIF[f ,K ,\, ,a ,b ,n |, son:

f + Integrando

e K : Nucleo

e )\ : Parametro

a : Extremo inferior del intervalo de integracion

b : Extremo superior del intervalo de integracion

n : Cantidad de puntos
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w1 (14 .2) Ho% I+ ;2 = (%) : ap epewixoidy UQION[OS 8+ N VIEVL

00T X 8GEZFT00°0 ppL X T6V000°0— — -+ T3 0T X Z8ILOT +2GL 0+ ¢z 0 = (2)9d | 5p
60T X 61LL6'G peZo 0T X T8O9'T + -+ + ;T4 0T X LG868'L+TGL 0+ G0 = (7)%6d | 6¢
a1-0T X 9GCGLLT p2Z01-0T X TLT006 — -+ L30T X 6PFC T +2GL 0+ 620 = ()¢ | 6T
o1—0T X L2TEE'T p1Ler-0T X 6EF9V ¢+ + ;8101 X 012G T —2GL' 0+ 620 = (%)% | 61
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ANEXOS

Anexo C: Funcion Cuadrado Integrable

Una funcién Cuadrado Integrable, también llamada funcion cuadraticamente integrable o L2,
es una funcion de medible de valor complejo o real para la que la integral del cuadrado del valor
absoluto es finita. Por lo tanto, la integrabilidad cuadrada en la recta real (—oo, +00) se define
como sigue:

f : R — R cuadrado integrable <= / |f(z)|? dz < o0

También se puede hablar de integrabilidad cuadratica sobre intervalos acotados como [a, b] para
a<b

b
f : [a,b] = R square integrable on [a,b] <= / |f(2)]? doz < o
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