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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se realiza la extension o generalizacion de la
transformada de Fourier de funciones rapidamente decrecientes a funciones generalizadas de
distribuciones temperadas. El objetivo principal de la investigacion es determinar la extension
0 generalizacion de la transformada de Fourier de funciones rapidamente decrecientes a
funciones generalizadas de distribuciones temperadas. La investigacion se enmarca en un
enfoque no experimental de caracter descriptivo, el desarrollo de la perspectiva tedrica se basa
en la recopilacién de diferentes fuentes bibliograficas. La transformada de Fourier se introduce
al espacio de funciones rapidamente decrecientes luego se extiende a funciones generalizadas
de distribuciones temperadas. Asimismo las propiedades del espacio de Schwartz se preserva
en el espacio de distribuciones temperadas, por consiguiente se extiende la transformada de
Fourier del espacio de Schwartz a distribuciones temperadas.

PALABRAS CLAVE: Distribuciones temperadas, funciones rapidamente

decrecientes, transformada de Fourier.
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Abstract

In the present research work, the extension or generalization of the Fourier transform
of rapidly decreasing functions to generalized functions of tempered distributions is carried
out. The main objective of rapidly decreasing functions to generalized functions of tempered
distributions. The research is framed in a non-experimental approach of a descriptive nature,
the development of the theoretical perspective is based on the compilation of different
bibliographic sources. The Fourier transform is introduced to the space of rapidly decreasing
functions then extended to generalized functions of tempered distributions. Likewise, the
properties of the Schwartz space are preserved in the space of tempered distributions, therefore
the Fourier transform of the Schwartz space is extended in tempered distributions.

KEY WORDS: Tempered distributions, rapidly decreasing functions, Fourier

transform.
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Introduccion

Una distribucidn, que generaliza el concepto de funcién, desarrollado inicialmente por
el fisico Britanico P.A.M. DIRAC, introdujo la funcion delta de Dirac” & ”, la cual tiene la
propiedad de ser igual a cero en todo R , excepto en el origen, y tal que su integral en todo R
es igual a 1. Es claro que & no define una funcion en el sentido usual,

El Soviético SOVOLEV y el francés SCHWARTZ, dieron origen a la moderna teoria
de las distribuciones, donde la & se define como un operador sobre un espacio de funciones.
Telechea, A. (1981)

La teoria de distribuciones avanzo notablemente en el desarrollo de varias ramas de
matematicas y fisica tales como las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, el calculo
operacional y el analisis funcional. Vargas, F.(1994)

Este trabajo tiene por objetivos. Primero es abordar a una introduccién de teoria de
distribuciones presentando definiciones y propiedades basicas y las operaciones con
distribuciones tales como la derivada, convergencia de una sucesion de distribuciones,
convolucion de distribuciones.

Segundo es describir conceptos y propiedades de la transformada de Fourier en el
espacio de funciones rapidamente decrecientes e introducir distribuciones temperadas.

La organizacién del presente trabajo presenta la siguiente secuencia.

En el capitulo I, planteamiento del problema, justificacién de la investigacion,
objetivos.

En el capitulo Il, presenta marco tedrico conceptual y la base térica enfocada en
distribuciones, convolucidn, transformada de Fourier y el espacio de funciones rapidamente
decrecientes o espacio de Schwartz, transformada de Fourier en el espacio de Schwartz; estos
conceptos seran utilizados para definir la transformada de Fourier en distribuciones

temperadas.



En el capitulo 111, presenta conceptos, propiedades y desarrollo de las distribuciones
temperadas.

En el capitulo IV, se desarrolla la extensién de la transformada de Fourier a
distribuciones temperadas. Asimismo se presentan resultados, conclusiones obtenidas y las

referencias bibliograficas.



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Situacion Problematica.

La transformada de Fourier fue introducido y estudiado por Joseph B. Fourier, sobre la
propagacion del calor, mediante un argumento de paso al limite del discreto al continuo a partir
de las series de Fourier.

La transformada de Fourier hoy es una de las herramientas mas sofisticadas para la
resolucion de problemas en diferentes campos tales como: el estudio de sefiales, Optica,
tomografia, digitalizacion de imagenes, resonancia magnética; en todo tipo de instrumento
cientifico que se usa para el analisis y presentacion de datos. La transformada de Fourier tiene
aplicaciones en el estudio de ecuaciones diferenciales como también en la fisica y en la

propagacion de ondas. Asimismo la transformada de Fourier fue introducido directamente

sobre el espacio de Schwartz S(R” ) constituido por funciones infinitamente diferenciables

que decrecen rapidamente en el infinito. Posteriormente Schwartz abordd estudios sobre
funciones generalizadas llamadas distribuciones siendo sus aplicaciones como la transformada
de Fourier.
Perez, M. (2009)
1.2 Formulacion del Problema

Los fundadores principales del espacio de distribuciones fueron Joseph B.Fourier,
Sobolev y Schwartz; quienes desarrollaron el estudio de la transformada de Fourier y la
importancia que tiene en la matematica aplicada y de la fisica, esta propiedad de la
transformada de Fourier es una de las herramientas sofisticadas para el estudio y tratamiento
de las ecuaciones en derivadas parciales y funciones rapidamente decrecientes del espacio de

Schwartz como también del espacio de distribuciones temperadas.



1.2.1 Problema General

¢Serd posible realizar la extension o generalizacién de la transformada de
Fourier de funciones rapidamente decrecientes a funciones generalizadas de

distribuciones temperadas?

1.2.2 Problemas Especificos

1. ¢Sera posible introducir las propiedades de la transformada de Fourier al
espacio de funciones rapidamente decrecientes?

2. ¢Sera posible introducir las propiedades de la transformada de Fourier a
distribuciones temperadas?

3. ¢Sera posible extender las propiedades de la transformada de Fourier de
funciones réapidamente decrecientes a funciones generalizadas de
distribuciones temperadas?

1.3 Justificacion de la Investigacion

La importancia de este trabajo consiste en determinar analizar la relacion y
estructuracién de las propiedades de la transformada de Fourier con las propiedades de las
funciones rapidamente decrecientes o espacio Schwartz.
El interés por conocer estos resultados que en adelante contribuiran a comprender los conceptos
y propiedades, asi como la extensién de la transformada de Fourier a las distribuciones
temperadas.
1.4 Objetivos de la Investigacion

1.4.1 Objetivo General
Determinar la extensién o generalizacion de la transformada de Fourier de funciones

rapidamente decrecientes a funciones generalizadas de distribuciones temperadas.



1.4.2 Objetivos Especificos

1. Determinar las propiedades de la transformada de Fourier del espacio de funciones
rapidamente decrecientes.
2. Determinar las propiedades de la transformada de Fourier de distribuciones
temperadas.
3. Determinar la extension de las propiedades de la transformada de Fourier de
funciones rapidamente decrecientes a funciones generalizadas de distribuciones

temperadas.

1.5 Antecedentes de la Investigacién

A) Antecedentes internacionales
a) Valeria, M. (2009) presenta una tesis titulada. “La definicion de la definicion de la
Transformada de Fourier y sus desigualdades en norma con pesos .

En este trabajo ha realizado una investigacion descriptiva haciendo una revisién de
resultados previamente sobre teoria de distribuciones considerando como funcionales lineales
en un espacio de funciones regulares llamadas “Funciones Test” ya que en este espacio se
simplifican bien las operaciones de diferenciacién, la transformada de Fourier , la convolucion,
la traslacion.

Luego define una funcional lineal y continua sobre el espacio de Schwatrz llamado
distribuciones temperadas.

b) Tellechea, E. (1981) presenta una tesis titulada “La teoria de distribuciones y sus
aplicaciones a las ecuaciones diferenciales”.

En dicho trabajo presenta de una manera breve un panorama general de la teoria de

distribuciones ejemplificando algunas aplicaciones a la teoria cuantitativa de las ecuaciones

diferenciales.



En la presente tesis enfatiza los aspectos matematicos y aplicaciones de la teoria de
distribuciones en diversos campos, asimismo busca un balance en ambas direcciones
presentando teorias y conceptos para el uso de distribuciones en problemas fisicos modelados
por ecuaciones diferenciales.
B) Antecedentes Nacionales.

a) Tineo,C. (2005) presenta una tesis titulada “Soporte de una distribucion y aplicaciones”.
En dicho trabajo caractriza a las distribuciones de soporte compacto como funcionales lineales
continuas en el espacio de funciones continuas infinitamente diferenciables de soporte
compacto.

Tambien define la convolucién de dos distribuciones, donde uno de ellos tenga soporte
compacto, pues esto permitird resolver ecuaciones diferenciales de la forma P(D)U =V
(polinomio de coeficientes constantes) buscando una distribucion solucién u, teniendo como
dato una distribucion v de soporte compacto, cuya resolucién es P(D)E=5, donde la

distribucién E es solucion fundamental.
C) Antecedentes Locales

a) Lloccallasi, E. (2011) presenta una tesis titulada “Distribuciones temperadas mediante el

espacio de Schwartz en R" .
En este trabajo de tesis se presenta una introduccidn a la teoria elemental de distribuciones, asi
como su estructuracién de conceptos y propiedades fundamentales. También convolucion,
espacio de funciones rapidamente decrecientes y distribuciones temperadas.

Ahora en este trabajo actual, se amplia transformada de Fourier en las funciones
rapidamente decrecientes o espacio de Schwartz y luego su extension al espacio de

distribuciones temperadas.



1.6 Metodologia

1.6.1 Ambito de Estudio: Localizacion Politica y Geografica

Universidad Nacional de san Antonio Abad del Cusco.

1.6.2 Tipo de Investigacion

Este trabajo pertenece al tipo de investigacion tedrico explorativo, puesto que en
el presente se describen definiciones basicas importantes y necesarias para la extension o
generalizacion de la transformada de Fourier a distribuciones temperadas.

Rodriguez, G. (1996)

1.6.3 Disefio de Investigacion

El disefio corresponde a un disefio no experimental, de caracter descriptivo en la
que se estudia la teoria necesaria y basica concerniente a la transformada de Fourier de
distribuciones, ademas relaciona con la extension o generalizacion de distribuciones

temperadas.

1.6.4 Nivel de Investigacion

De acuerdo a la naturaleza de estudio de la investigacién es de nivel basico

descriptivo.



CAPITULO II: MARCO TEORICO CONCEPTUAL
2.1 Bases Teoricas
En este capitulo introduciremos conceptos y propiedades basicas de distribuciones o
funciones generalizadas.

2.2 Funcién Generalizada

n . . . : :
Sea R el espacio euclideo n-dimensional, C el campo complejo.

El espacio vectorial con valores complejos E = {(p/(p 'R"——C una funcién} :

Con las operaciones de adicién y multiplicacién por escalar usual de funciones @:R" ——C

define un espacio vectorial sobre el campo complejo.

2.2.1 Definicion

Sea E el espacio euclideo n-dimensional, C el campo complejo; la aplicacion,

T:-E——C

o> (T,0),0€E
es lineal, puesto que,

<T,(x(p1+[3(p2>:(x<T,(p1>+B<T,(p2> o,BeC ; o,p2€E

Ademas, T es continua, esto es consecuencia de la convergencia uniforme de {(pj} , esto es:

lim <T,(pj>=<T, lim (pj>=<T,cp>,

j>o j>o

2.2.2 Definicion de Funcion Generalizada

Sea E el espacio vectorial complejo, T:E——C es un funcional lineal sobre E o funcion

generalizada si existe una sucesion {(pj} c E uniformemente convergente a ¢ € E, tal que:

<T, (P> = "m<T, (Pj> = <T, |im(pj> .



En adelante se denotara por E" el espacio de funciones generalizadas sobre E.
Escobar, A. (2012)
2.3 Distribuciones

Segun Vargas,F. (1994). La teoria de distribuciones se extiende al calculo diferencial
a ciertas formas lineales y continuas definidas en un espacio topologico de funciones
infinitamente diferenciables y con soporte compacto, estas funciones lineales y continuas se
Ilaman distribuciones o funciones generalizadas esta clase de funciones es mucho méas amplio
que la clase de funciones diferenciables en sentido usual.

2.3.1 Definicion
Consideremos el espacio Euclideo R" y sea Ko < R" conjunto compacto, definimos

la clase de funciones continuas infinitamente diferenciables de soporte compacto como la clase

de funciones,
Co (R“) _ {(p ‘R"——C/peC” (Rn )yso p(e)c K(Pcompacto} , Tal que:
0(x)=0; Si XE(Rn\K(P) y
¢(x)#0; Si xeK,

Ademas CBO(IR{“)con las operaciones usuales de adicion y multiplicacion por escalar

es un espacio vectorial complejo.
Con la finalidad de conceptualizar una distribucién, es necesario considerar que si K < R" es

un subconjunto compacto y ¢:R" ——Ces funcional de soporte compacto la clase de

funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto es el conjunto:
Cf(R”):{(peCBO(R”)/(p(X):O, Si Xe K},

entonces; si K es la familia de los compactos de R", se tiene:



cy (R” ) = U cg (R” )

2.3.2 Definicién de Soporte de una Funcion

o (N : : . : ] .
Sea C (R ) el espacio de funciones con derivadas parciales continuas de orden infinito
dimensional, se define soporte de ¢ como el conjunto:

COOO(Rn):{(p:Rn—>C/(peC°°(Rn) y o(x)=0 , XER”}
Vargas, F. (1994)

2.3.3 Definicién de Espacio de Funciones de Prueba

Sea CBO (Rn) y T unatopologia en Cy’ (R” ) , se define espacio de funciones de prueba,

denotado por £ = CBO (Rn ) y las funciones que estan en o = CBO (Rn ) se llama funciones

de prueba.

Perez, M. (2009)
2.3.4 Definicién

Sea KcR" subconjunto compacto, en Cy (R” ) se define la semi-norma,

@l =sup sup Da(p(x)‘

Xek|(x|£m
donde el subindice m=0,1,...  ;peC™ (R“) y 0 es el orden de derivacion.

Vargas, F. (1994)



Es de observar que si {(pj} es una sucesion en COKO(R”), es convergente en la semi-norma

definida en Cf(R”), entonces {Do‘(pj} converge uniformemente sobre K — R" subconjunto

compacto, para todo orden ot.

Esto implica que existe oy € Cg (R” )tal que:

H(Pj—(POHm,k =sup sup Da((pj_%)(x)‘ﬁ)o_

xek |of<m

o simplemente ®j——>@g en la semi-norma de Cj’f(R”) més adn si {(pj} es una sucesion

de Cauchy o fundamental, entonces Cj’f(R”) es un espacio vectorial completo.

2.3.5 Definicidn de Distribucion
Sea CBO(R”)espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto, la
aplicacién,

T:CBO(R”)—xc

o (T,0)
T es una funcional lineal continua o una distribucion sobre Cy’ (R” ) si cumple las condiciones:
i) Linealidad:
(Toor+92)=(T.p1)+(T.02); @1,@2608"(11%”)

(T.v0)=7(T.0); e C5 (R").yeC.

Vargas, F.(1994)



if) La continuidad es consecuencia de la convergencia uniforme de sucesiones {(pj} en Cy (R” )
; esto es:

st Oj—> ¢ en CBO(R”)entonces <T,(Pj>——)<T1(P>,jeN.

En adelante se denotara por go(]Ri” ) =Cy (R“) y se denomina espacio de funciones de prueba.

2.3.6 Definicion de Espacio de Distribuciones

Sea Cy (R”) espacio de funciones prueba, se define la funcional lineal continua

T:COOO(R”)—><C, asi el espacio de funciones lineales continuas o espacio de las

distribuciones sobre Cy (R”) que se denota por = p’(Rn ) = [CBO (Rn )} se denomina

espacio de las distribuciones sobre R" .
La continuidad de funcionales lineales o distribuciones es consecuencia de la convergencia;

esto es:

lim <T,(pj>=<T, lim q)j>=<T,(p>,(peC°0O (Rn).

| e |

Consecuentemente, se dice que Tego’(R”)es una distribucién si para cada compacto

K cR", existe una constante C>0y Me 7" tal que:
(T.0) < Cllol (2.3.6.1)
Escobar, A. (2012)

2.3.7 Proposicion

Dada una funcién continua f : R" ——C Ia funcional lineal T; definido por:

(Tr,0)=Janf (X)o()ax 0= CF (&)
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Es una funcional lineal sobre CBO(R”) por lo tanto, es una distribucion.

Si K es un subconjunto compacto de R" y ¢eCy (R”) se tiene:

l«n.@»=¢£f<x>woodx

s{i h(x»dx}wwkp

Asi, Tf es una distribucion sobre R".

Dicho resultado permite concluir que toda funcion localmente integrable define una
distribucion.

En caso particular se tiene, la distribucion Delta de Dirac 9y como la funcional lineal,

Sy :go(]Rn )——)R

8y (9)=¢(x), xeR"

Sx (p+Bw) = op(X)+ Py (x) = By () +BSx (W)
Por lo tanto,d, es lineal.

2.4 Operaciones con Distribuciones
En esta seccion se definen algunas operaciones que son importantes en el estudio sobre

funciones, asi como su generalizacién como distribuciones.

2.4.1 Derivada de una Distribucién

Sea f e Cl(R” ) una funcién, ¢ € CY’ (Rn ) entonces,

<Djf,<p>:ja%fj<pdx =-jf§7‘"jdx =-(f.Djo).

donde: Dj =i.

an

Esto permite considerar una distribucion T e go'(R”) y asociar a ella la funcional S_T =D;T
X .
J

derivada de la funcional T en Cy (R” ) definido por:
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(DjT.0)=—(T.Djp) VoeCy (R”)
consecuentemente:

DjTes funcional lineal, ademas, si K es un subconjunto compacto de R"y (pecff(R”)

,entonces

= . . 0 n
(ojT.0)=|(T.Dj0)|<c|D JTHm’k <Ca[0],1 i YO CF (R )
en consecuencia, DjT € p’(R” ) .
Por tanto, permite definir la derivada de una distribucion T e go’(R” ) .
2.4.2 Definicion de Derivada de una Distribucion
Sea o.=(ay,0ap,...0n)eN"y Te go’(R” ) , se define la derivada o -ésima de distribucion T,

denotado por D*T, como:

<D°‘T, (p> —(-1)“ <T, D°‘<p> VoeCP (R” )

oM g%2 o%n
ox% ox%2  px%n

donde, Da(pz( J(p y |o|=ag+0p+..+ay

Zamora, D. (2018)
i) Es de observar que si T e go’(IR{” ) , entonces DT go’(]R” ) .

ii) Toda distribucion admite derivadas de todos los 6rdenes mediante la formula de Leibniz;

esto es:

Sea Tego’(R”) yfeCOO(R”)

(04 o |
D% (fT) = D* P )(DPT) | dond ( j=—°" formula de Leibniz  (2.4.2.1
(fT) BEX[ ]( )( ) onde | o o) 6rmula de Leibniz ~ ( )

12



2.4.3 Definicidn de Producto de una Distribucion por una Funcion
Sea Te go’(R”) y feC”® (R” ) se define el producto de T por f, denotado por fT , como:

(TT0)=(Tfo) , Vo5 (R")
Telechea, E. (1981)

Es de observar quesi T € go’(R” ) entonces DT go’(]R” )

Con dicho resultado se tiene la siguiente proposicion.

2.4.4 Proposicion

Sea f eCw(R”) y Tego’(R”) entonces fT e go' (R”)

Demostracion:

Sea ¢, ego(R”) talqgue ¢, ——0 entonces, existe K subconjunto compacto de R" talque
sop(¢, ) =K'y D%p, ——>0 uniformemente en K para todo ..

Se muestra que (fT)e, —0.

Como (fT)¢, =T(fp,) basta demostrar que fo, ——>0 en @(R”)

a) Si Sop(fen ) =Sop(¢pn).

Como SOp((pn) es cerrado y compacto, entonces Sop(f(pn)es compacto 'y

Sop(fo, ) = K,
es decir fo, € ok (R” )

b) Para demostrar se considera formula de Leibniz (2.4.2.1).

Para todo x € K se tiene:
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(2.4.2.1)
D% (fon) (x)] =

> (§)0* PreoDPen (0

B<a

< ¥ (§)jp* P10 [oPon )

B<a

<2 1) s o Joore

CUEEE

jsup\D%n )
xeK

<CY sup‘DB(pn (x)‘ , donde:C es una constante
xeK

Como DO‘(pn ——0 uniformemente en K, Va,entonces, para X € K, ‘DBq)n (x)‘—>0
Luego, ‘DB (f(pn)(x)‘—>0 paratodo x e K
asf, DB(f(pn)—>0 uniformemente en K

Por a)y b) se tiene que D%, ————0 en Q(Rn)

(n—o0)
y COMO Tego’(R”)entonces, T(fo,)——0, es decir, (fT)o,——0.
Luego, fTego’(Rn).
2.5 Sucesion de Distribuciones
En el espacio de distribuciones go'(R”) dotado con la topologia, se dice que una
sucesioén {Tj} en @’(R”) converge a la distribucion T, cuando j— o,

<Tj,(p> >(T,0) Voe COO(R”)
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2.5.1 Teorema
Si Tj——T en go'(R”). entonces para cualquier o€ N, DT} ——D"T € p,(Rn)

Demostracion:
Basta observar que:

def (2.4.2)
<D°‘Tj—D°‘T,(p> N <Tj—T, D“<p>—>o cuando j— oo

2.6 Soporte de una Distribucion
2.6.1 lgualdad Local
Sea Ty, T, distribuciones definidas en R" . Se dice que T; =T, localmente si Ty =T, en cada

punto X € R" existe un conjunto abierto V que contiene a "x" talque Ti=T, enV,

esto significa que,

Tio=The Vep(V).

Es de observar que esta definicion permite el estudio local de las distribuciones, por

consiguiente, permite dar descripciones globales.
Asi T,y T, e (R") talque T, =T, localmente entonces T, =T, en R"

Vargas, F. (1994)
2.6.2 Definicién de Soporte de una Distribucion

SeaTe @' (R”) y un abierto V que contiene a X, se define el soporte de T, denotado sop(T)

como el conjunto:
Sop(T)={¥V(x), 30 CF (V(x)) x e R"/ T(0) 0}

Pérez, A .(2020)

Observaciones:
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i) Si Sop(T) es un conjunto cerrado.
Sea x, (sop(T))°, entonces existe V(X ),
talque T(p) =0 Vo e Cq (V(X))esto es;

V(xo) < (sop(T))" por lo tanto (sop(T))" es abierto.

Por lo tanto, se concluye que Sop(T) es cerrado.

ii)Si peCy (VX)) y T e@'(R”), talque (sop(T))NSop(o)es vacio, entonces (T,)=0.
i) Si Tego'(]R“) tiene soporte compacto por tanto existe un subconjunto compacto K de

R" talque para (pego(Rn) con KNSop(¢) vacio, se tiene que (T,9)=0.

2.6.3 Teorema
Sean T e go’(R”) y ge go(R”)
a) Si Sop(¢p) NSop(T) es vacio entonces (T, (P) =0

b) Si Sop(T) es vacio entonces T=0

c)i)Si yeC™ (R” ) y ¥ =1en algln conjunto abierto V que contenga a Sop(T) entonces
yT=T.

i1) Si Sop(T) esun subconjunto compacto de R" , entonces existe ¢ go(R” )talque y=1

en un conjunto abierto que contiene a Sop(T) .

d Sea T ego’(Rn) Yy Sop(T) es un subconjunto compacto de R"  Entonces T puede

extenderse Ginicamente a una forma lineal continua definida sobre C* (R” ) . Reciprocamente,
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toda forma lineal y continua en C* (R” ) puede restringirse a una forma lineal continua con

soporte compacto definida en p(IR{” ) :

Pérez, A. (2020)
Demostracion:

a) Por la parte a) del teorema (2.6.3) se obtiene:
Sop(p) ~Sop(T) es vacio entonces Sop(¢) = R" —Sop(T) .

Se debe mostrraque T=0 en R" —Sop(T):

Sixe (R“ —Sop(T)), entonces existe un conjunto abierto V que contienea Xtalque T=0 en
V. Luego, T =0 localmente en R" —Sop(T).
Por lo tanto, T=0 globalmente en R" —Sop(T). Asi (T,¢)=0

b) Por ser Sop(T) vacio, se tiene que x ¢ Sop(T) paratodo x e R" .

Luego, existe un conjunto abierto V que contiene a X talque T=0-¢en V.

Asi, T=0 encadapunto Xx € R", luego T=0 en R" .

c) i) Sea y e C” (R” ) talque v =1en V es un abierto talque V o Sop(T).
Entonces para ¢ p(R”) y K=Sop(T) se tiene que o=y en V.

Es decir, —y@ =0 en V. Luego SOp((p—\u(p)ﬂK es vacio.

Por la parte a) del teorema (2.6.3) se obtiene:

T(¢-y9)=0, como Tego'(Rn) y \y(peC(")O(R”) se tiene:

T(0)=T(vo)=(yT)(¢) Voep(R").

17



Asi, T(9)=(wT)(e)

Por lo tanto, wT=T.

d) Unicidad:

Sea Te go’(R”) y K=S0p(T) es un subconjunto compacto de RrR".

Por la parte c) ii) del teorema (2.6.3), existe v ego(Rn) talqgue w =1 en algin conjunto
abierto que contengaa K .

\UZS go(Rn ) cC” (Rn ) por la parte c) i) del teorema se tiene que yT=T
Como To=(yT)e=T(y9),Voe go(R” ) entonces para f e C* (]R“ ) se tiene que:
T(f)=T(yf) define una extension de T a COO(IRn).

Porlotanto, T=T en @(Rn).

Sea Ty otraextensionde T a Cw(Rn)talque %1(f)=0 para funciones f e Cw(R”)

Similarmente se tiene:

Ta(f)=Ta(wf +(F ) = To (v)+To(F-v)

Pero, '}1(f —yf)=0 pues en el abierto V/ se tiene que f—yf =0.
Luego, T4(F)=Ta () = T(w)=T(F)

Luego, '}1 =T en p(R“)

Asi, TL=T, erCOO(]Rn)
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Porlotanto, Ty =T Y laextension -T' de T es Unica.

T es continua:

Si f,——0 en la topologia de COO(IR”), entonces D*f,, converge uniformemente en

subconjuntos compactos de Rn, para todo o multi-indice esto es, D%f,——0

uniformemente en K, =Sop(v).

Como ‘T’(fn )=T(yfy), basta demostrar que yf, ——0 en go(Rn ) :
Por la demostracion de la proposicién (2.4.4) y usando la férmula de Leibniz (2.4.2.1) se tiene

que yf, ——0 en @(R”).

Como Tep(R"), T(wfy)——0

luego, T (fn) a5 >0

Por lo tanto, T es continua.

El reciproco de la parte d), si W:COO(Rn)——ﬂR es lineal y continua entonces
_T- n

W‘Q(Rn)_T.p(R )—)R ,

es una distribucion de soporte compacto.
En efecto:

T es lineal.

Sea K un subconjunto compactode R" y ¢e 9K, (]R” )

Como WV es continuaen C* (Rn) Y,
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considerando la topologia para COO(]Rn) inducida

para la familia de seminormas, ”f”m « = Sup ‘Do‘f (x)‘-
' |0L|Sm
xeK

Se tiene que existe una constante C> 0, un entero no negativo Mg y un compacto Ky < K
tales que,

W()|=C ¥ sup ‘D“f(x)‘ erCOO(R“).

‘Q‘Smo XEKO

Para e @R cC®(R") se tiene,

[Tol=[Wel<C T sup |D"0(x)

|a<mo xeKq

<C Y sup ‘D“(p(x)‘.
|(X|§m0 XEKl

Pues, sup‘D“(p‘ssup‘D“cp(x)‘.
Ko Ky

Luego, existe una constante C > O Yy un entero no negativo mq tales que Yo < K, (R™)

, |Tel<C X sup‘D“(p(x)‘,

|a£m0| XEKl
por lo tanto, T € go’(R” ) y es de observar que mg no depende de Ky,

T es de orden finito.

Se debe mostrar que Sop(T) es compacto:
Sean K un subconjunto de R" y ¢ e go(R™) talque KqSop(¢) es vacio.

Entonces ¢ =0 en un conjunto abierto que contenga a Ky , D*p=0 en un conjunto abierto

que contenga a K.

Comosesabeque, [Te/<C 3 sup ‘Do‘(p(x)‘
|0~Sm0| XEKl
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Se tiene que |Tg|<0. Luego To=0.
Por la observacion iii) de la definicion (2.6.2), Sop(T) es compacto.

Observaciones:

i) Es de observar que de acuerdo a la demostracion del teorema anterior (2.6.3) parte d) se
concluye que toda distribucion con soporte compacto tiene orden finito.

ii) Por la parte b) del teorema (2.6.3), las distribuciones mas sencillas son aquellas para los
cuales su soporte consta de un solo punto.

Estas distribuciones se caracterizan de la siguiente manera:
ParaT e @’(Rn ) y Sop(T)={x}, xeR"
Luego, se tiene que,

T= > C,D%5, (2.6.3.1)

|0L|£m
donde C,, son constantes, 8y (9) =¢(X) y T tiene orden m.

Es de observar que en (2.6.3.1) su soporte es X ( excepto cuando C, =0, Vo )

iii) Estructura local:
Sea Tega’(R”) y K un subconjunto compacto de R" , entonces existe una funcion

continua f y un multi-indice o talque

T(0) = (D oo f (x)(D%)()dx , Vep € 1 (R")

iv) Estructura global:

Sea Te go’(Rn) con Soporte compacto K< R" 'y V/ un abierto de R" talque

K <V cR", entonces existe un multi-indice o talque para cada multi-indice B con
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(B <a ) existe un nimero de funciones fB continuas en R" cuyos soportes estan contenidos

en V talesque, T= 2. DBfB

B<a
2.7 Convolucion

En esta seccidn primero se define la convolucion de una distribucién, convolucién de

una distribucion con una funcion en CBO(R”), convolucion de dos distribuciones. La

convolucion es importante en las aplicaciones de la transformada de Fourier en las ecuaciones

diferenciales.
2.7.1 Definicion de Convolucion

Sea fy g funciones continuas en R" | Se define la convolucion de f y g como:

(f*g)(x)=[gn f(y)a(x-y)dy , xeR"
una de las funciones tiene soporte compacto.

Carifio, J. (2013)
2.7.2 Definicion de Traslacion
sea a€R" se define funcion 1,f:R" ——R llamada traslacion de f por & como:

(taf)(x)=f(x-a), xeR"

Luego, la convolucion se puede redefinir como:

(2900 5 [t

Tellechea, E. (1981)

22



2.7.3 Definiciéon de Reflexién

Sea X eRn se define funcion f:R"™ — R llamada reflexion de f como:

Vargas, F.(1994)

2.7.4 Definicién

Sea f funcion localmente integrabley g e COOO(R”) , la convolucion se define como:

(f *g)(x):f[rx é} , xeR"
Vargas, F.(1994)

2.7.5 Proposicion
Si f es una funcion es localmente integrabley geCy (R”) entonces (1,f)g="F(1_,9)

Demostracion:

Prop.(2.3.7)
(af)g = Jen(af)(X)9(x)dx=[nf(y)(y+a)dy

=[rn T (¥)(t-a9)(y)dy
=f(1_a0) , t_ageCBO(]Rn)

Vargas, F (1994)

Con dicha proposicién se tiene la siguiente definicion.

2.7.6 Definicion de Traslacion de una Distribucion

Sea Tego'(R”) y aeR".

La aplicacion 1, T:Cy (Rn )——)R Se llama traslacion de la distribucion T por @

definida por:
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(taT)(9)=T(_a0) , VoeCq (Rn)
Vargas, F.(1994)
2.7.7 Proposicion
SiTep (R”) entonces (t,T)e (R”)
Demostracion:
T, 1 es lineal

T, es continua:

En efecto:

Sea ¢,——0 en go(IRi”) entonces,
i) Existe un compacto K talque Sop(gp)cK.
i) D“(pnwm uniformemente en K, paratodo O multi-indice

por la proposicion (2.7.5) se tiene:

(TaT)(Pn =T(T_a(Pn),
Se debe mostrar la convergencia: T_,¢p ——>0 en Cy (R”)
a) Sea y e {X:(1_4¢n)(x) =0} entonces (1_4¢n )(Y)=0n(y+a)#0
luego, y+ae {x L (X) # O} , por lo tanto, y € {x: ¢, (x)=0}-{a}.
Se concluye que {x:(t_,¢n)(X)#0} = {x:@n(x)=0}—{a}.

Luego, SOp(T_a®n ) =Sop(¢n )—{a},

por la parte i) se tiene que Sop(t_p¢n ) = K—{a},
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tomando K; =K —{a} se tiene que K; es compacto.
Luego, existe un compacto K; talque Sop(t_s¢n )< K.

b) Sea yeK;y o multi-indice.

D* (%_a0n )(¥) =D (¢n (y+2)) =(D%n )(y+a),
como y € K; setieneque y=X-a para xeK.
Luego, x=y+aeK.

Por la parte ii) se tiene:

‘(Da(pn )(y+a)‘ = ‘(Da(pn )(x)‘wo para XeK.

‘D“(r_a(pn)(y)‘wo para y € Ky,

luego, D“(r_a(pn)wo uniformemente en Kj.

n
Por a) y b) se concluye que ©_,¢, WO en go(]Ri )

Como Te pl (Rn ), T(r_a(pn )

—— 0.
(n—>w)
Luegol (’L’aT)(pn WO .
Por lo tanto, se concluye que (t,T)oy, € o (R” )

Es de observar que:

1)SiTep (R” ) aeR".y multi-indice entonces D*(1,T)=1, (D“T)

- o n
2) Tep (R”) yxeR", 7, T es una distribucionen R .
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2.7.8 Definicion de Convolucion de una D istribucion con una Funcion en CBO(R")

Sea Te go'(R”) OYS CBO(R“) se define la convolucion de T con ¢ como:

(T*(p)(X) =T£Tx (p] para X e R".
Tellechea, E. (1981)

Es de observar que T =¢ es una funciony se cumple (T*;)J(o) =T(700)=T(o)

2.7.9 Teorema

Sea Tego'(R”) y (p,\yeCBO(]Rn) , entonces

a) Ty (T*@)=(14T)*o=T*(14¢), VxeR"

b) (T*(p)eC"O(R”) y D* (T*(p)z(D“T)*(pzT*(D“(p) para todo multi —indice o
c) T(o*y)=(Txg)*y

Pérez, A. (2020)

Demostracion:

a) ParatodoyeR", se tiene:

) (rx<T*cp))(y)de”ima*cp)(y—x)def'(i'Y'g)T(‘y—x ‘BJ
= T(T_XTy (~p]
= (TXT)LTy (B]
=((txT)*o)(y)
Luego, Ty (T*@)=(14T)*0 (2.7.9.1)
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def.(2.7.8)

i) (T *(’CX(P))(V) — T(Ty(Tx(P))~ = T(TyT_x (;J

Por lo tanto, T *(t4¢) =14 (T *¢) (2.7.9.2)

Luego de (2.7.9.1) y (2.7.9.2) se muestra la parte a) del teorema:

Por lo tanto, se concluye que t, (T*¢)=(t4T)*p=T*(14¢)

b) Sea aeZ", [Tx (Da(p)~j —(-1)% b= (Tx ZPJ ,

Aplicando T a la igualdad se obtiene:

<T, T (Da(p)~> - <T, (-1)% pe [rx (}]> - <D°‘T, T (}>

Asi, se obtiene:
def (2.7.8) - ~\ def (2.7.8)
(T*(D“q)))(x) = <T,TX(Da(p) >:<D°‘T,rx (p> ~ ((D“T)*(p)(x).
2.7.10 Identidad Aproximada
Una sucesion de funciones  hj delaforma h;(x)=j"h(jx), j=12.3,....,
Se define identidad aproximada como:
Jenh(x)dx=1; heC%O(R”),hZO
Tineo, M. (2005)

Sihe Ll(IRi”) se tiene que hj e Ll(R”) y se cumple que Jpn h(x)dx =1
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2.7.11 Teorema

Sea {h;} una identidad aproximada en R" si peC¥ (R”) yTep (R”) entonces

J

n

b) Tehj—T e gol(R”)

C) 8x¢p=¢ donde O es ladeltade Dirac

d) hj—550 & p'(Rn)

2.7.12 Teorema
Sea Tep (Rn) y L:Cg (R” )—>C°° (R” ) una aplicacion definida por:
Lo=T*q (pego(Rn) (2.7.12.1)

entonces L es lineal, continua y conmuta con traslaciones; esto es:

L=Lt, , xeR"
Reciprocamente, si L :Cy’ (R” )—)COO (R” ) ,
es lineal, continua y conmuta con traslaciones entonces,
existe una unica T e gol (]Rin) que cumple (2.7.12.1).

Demostracion:

i) Les lineal:

Sea o,y ego(R”) y o,peR
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(T *(cx(p+B\y))(x)def-(il‘l)T(tx (oc(p+[3\|1)~)= T(’EX (Q(IHB\I/D

= T[ocTX:vaBTX\I/J

=aT(rX<B]+BT[rx{f]

=o(T*0)(x)+B(T*y)(x)
Luego, T*(ap+py)=a(T*e)+p(T*y).

Asi, L(ap+Py)=T+*(ap+Py)=0o(T*@)+B(T*y)=ale+pLy
ii) L conmuta con traslaciones V¢ e CY’ (R”)

(txL) o =14 (LO) =14 (T*¢) =T *(140) =(Lty ).
Luego, tyL =Lty
iii) L escontinua, basta mostrar que L|pk es una aplicacion continua con valores en C* (R”)
Ademas, estos dos espacios son de Frechet.
Supéngase que @j—>¢ en C?(R“) y que T*¢pj—f en Cw(R"), es decir se debe probar
que, f = limT*@j=T*¢

j—o0

Sea x e R", entonces Ty ¢; = Tx ¢ en Cq (R”) , asf

def.(2.7.4) ~ \ T—continua ~\ def.(2.7.4)
F)=lim(T*j)(x) = lim{Twoj) = (Tace) = (To)(x).

j>o j>o

iii) Se demuestra el reciproco del teorema:
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Se define (T,0) Z[L(P](O) OYS Cooo(Rn), luego dado que ¢ — ¢ es un operador continuo

en CBO(R“), y siendo la evaluacion en 0 una forma lineal continua en C(R”), T es continua

en Cy (R“) Asi Tep (R”) , por (2.7.11) L continua con las traslaciones, entonces

(L)) (L) 0~ ) 0156 = i) (o0
La unicidad sigue del hecho que si W e (R“) es tal que W#p=0, Vo eCy (R” ) .

Entonces <W, (;> =(W=¢)(0)=0, VoeCy (R” ) en el sentido distribucional,

Por consiguiente W =0, asi suponiendo existe S talque T *@ =S*¢ bastatomarW=T-S

2.7.13 Definicién de Convolucién de una Distribucién con una Funcion en C* (R”)

Sea Tego'(]R”) yfe Cw(R”) se define la convolucion de T y f como:

(T*f)(x):T(rXFJ . XeR"
Tellechea, E . (1981)

2.7.14 Teorema

SeaTe gol(]Rin) con soporte compacto, f € C* (R”) y eCy (R”) entonces
8) Ty (T*F)=(14T)*f =T*(1,f), vxeR"

b) (T+f)ec”(R")

c) D“(T*f):(D“T)*f:T*(D“f) para todo multi-indice O

d) T*(pep(R”)

e) T#(fxo)=(T*fpo=(T*g)*f
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2.8 Convolucioén entre Dos Distribuciones

Para la convolucion de dos distribuciones consideremos que f y g dos funciones

. n .
continuas en R , una de las cuales tiene soporte compacto.

2.8.1 Propiedades de Convolucion Entre Dos Distribuciones

Sea T,Se go' (R” ) Una de las distribuciones tiene soporte compacto, se define la aplicacion,
L:Cy (R” )——)Coo (R”) por:

Lo=Tx(S*g)eC” (R”) V(peCBO(Rn) (2.8.1.1)

Vargas, F. (1994)
Esta aplicacion verifica las propiedades:

e L esta bien definido:

i) Si Sop(S) es compacto, entonces por el teorema (2.7.14) parte d) se tiene: S*¢ e go(R”).
Por el teorema (2.7.9) parte b) se tiene T*(S#¢)eC” (Rn), es decir, Lo € C* (R” )
i) Si Sop(T) es compacto, entonces por el teorema (2.7.9) parte b), T*peC™ (R”) y por

el Teorema (2.7.14) parte b) S*(T*¢)eC” (Rn) es decir, LoeC” (R”)

e L Conmuta con traslaciones:
1) Si Sop(S) es compacto, por el teorema (2.7.14) parte a) se tiene:

def.(2.8.1)
(xL)o =t (T#(S*9))=T#(tx (S*9)) =T *(S*1x0) = L(tx¢) = (L1 ) ®

ii) Si Sop(T) es compacto, por el teorema (2.7.14) parte a) o en cualquier caso, se tiene:

Tyl =Lty
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e L eslineal y continua:

Sea Ly CBO(R“)—>C°°(R“)
o> Lip=S*¢
Por el teorema (2.7.12) L4 es lineal y continua.

Sea,
L, :C°°(R“)—>C°°(Rn)
fios Lof = T#f

L5 es lineal.
Como g (R”) es un subespacio cerrado de Cw(R”) y por el teorema (2.7.12) se concluye
que:
L, ‘@k =T:p cC” (R" )—>C°° (R”) es cerrado.
Por lo tanto, por el teorema del grafico cerrado resulta que Lz‘ oy €8 continua.

Luego, L2 es continua.

Asi, L =1L oL eslineal y continua.

Por tanto, L_ es lineal, continua y conmuta con traslacion.

Luego, por el reciproco del teorema (2.7.12) existe una unica Wegol(Rn)que cumple,

L(p:VP;/*(p, (pego(Rn)

Es decir, T*(S*¢) = v~v*(p

dicho resultado permite la siguiente definicion.
2.8.2 Definicion de Convolucion con Dos Distribuciones

Sea w convolucion de las distribuciones T y S definidapor, w=T*Se o (R”)

32



donde s0p(T) es compacto.

Esta convolucidn se caracteriza por:

T#(S*¢)=(T*S)*o v(pego(]R”)

Es de observar gue,
L:p(R”)—)Cw(R”)deﬁnido Lo=S*(T*g) , (pego(Rn)
L:p(Rn)#)go(Rn)i)Cw(Rn)
o T S*(T*g)

La composicion L = L4 oL oesta bien definido, es lineal, continua y conmuta con

traslaciones.

Por lo tanto, existe una Gnica Se o (R”) talque Lo=Sx¢

La distribucién S define la convolucién entre Ty S es decir S=S*T y se caracteriza por

S¥(T*g)=(S*T)*o

2.8.3 Teorema
Sean Tego'(R”), sep'(R”), pr'(R“)
a) Si una de las distribuciones de T y S tienen soporte compacto entonces
) T*S=S*T
i) Sop(T*S)<Sop(T)+Sop(S)
b) Si dos de los soportes de T,S,w  son compactos, entonces:
(T#S)*xw=T=(S*w )

c) Sea 6 ladeltade Dirac O multi-indice entonces

i) D“SZ(DO‘S)*S ii) 5%S=S
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d) Si una de las distribuciones T y S al menos tiene soporte compacto, entonces

D(T+S)=(DT |*S=T=(Ds
Vargas, F. (1994)

Demostracion:
a) i) 91,0, €Cy (R”) y supéngase que sop(T) compacto.

Por el teorema (2.7.14) parte e) , se tiene:

asociativa asociativa
(T=S)*oy )xo2 = (T#(S*o))*e2 = Tx((S*e1)*9y)

conmutativa asociativa
= Tx(ea*(S*¢1)) = (T*g2)*(S*er)

=(S*1)*(T*92) =S*(01*(T *g7))
=S((Txp2)*01)=5+(T*(p2 *01))
=S#(T*(pr*02))=S*((T*p1)*0;)

=(S*(T*q1))*0p =((S*T)*q1 )* g,

Similarmente se tiene cuando Sop(S) es compacto.

Luego, en cualquier caso, se tiene:
((TS)*1)* 02 =((S*T)*¢1)* 2

Por lo tanto, se concluye T#S=Sx*T

a) ii) Sea (pEC‘Ef(R”) y w:T*(peCBO(Rn) entonces

34



def.(2.7.8) ~ asociativa ~ -
(S*T)(¢) = ((S*T)*(pj(O) = (S*(T*@)J(O):(S*(P)(O):S{TOWJ

=S(v)
:S[(T*;)J J por i)
- S(T*[{)] (2.8.3.1)
Luego, como Sop [T * (Pj <Sop(T) +50p[@j
Se debe verificar que SOD[(p] = —SOD((P).
Luego,
Sop (T * c~pJ < Sop(T)-Sop(9)
Como (T*(pJ eCp (Rn) : SOp(T*(ij = —sop[T*(;J :
se tiene que, Sop[(T * (I)J } = Sop(¢)—Sop(T). (2.8.3.2)

En lo que sigue se muestra que Sop(S*T) < Sop(S)+Sop(T).
En efecto:
Sea M =Sop(S)+Sop(T), M es cerrado (pues, Sop(S)es cerrado y Sop(T) es compacto)

Si x¢M entonces X € MC

donde M®: complemento de M y M® es abierto.

Luego, existe un conjunto abierto V' que contienea X talque V C M°.

Asi, VM es vacio.
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Sea g€ p(V), (es decir sea Sop(¢) un compactoy Sop(¢@)c V).

Entonces Sop(¢) M es vacio.

Por lo tanto,

(Sop(¢)—Sop(T))nSop(S)=¢ - vacio

sop{[T*;)j ]msop(s):q) por (2.8.3.2)

S{[T *(~pJ ]:0 por teorema (2.6.3) parte a)

(S*T)p=0 Voep(V) por (2.8.3.1)
Por lo tanto, X ¢s0p(S*T).

Por consiguiente, se concluye Sop(S*T) < Sop(S)+Sop(T)

b) Sea ¢eCy (R”) y supongamos que SOp(W ) es compacto, entonces:
(T*S)egol(R”) y (T*S)*WE&O|(Rn)
(S*W)ep'(R”) y T*(S*w)ego'(R“).

Ademas, (w+*¢) e Cg (Rn ) ,

Luego:
asociativa asociativa
(Tes)sw)re = (TeS)(w=g) = Tx(Sx(weo))
asociativa
= T*((S*W)*(p)
asociativa
= (Tx(s*w))*e
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Asi (T#S)xw=Tx(S*w). (2.8.3.3)
Si sop(w) no es compacto entonces S0p(S)debe ser compacto.

Asi, Sop(T*S) < Sop(T)+Sop(S)=M. por la parte a) ii)

Como M es compacto y sop(T *S)es cerrado se tiene que sop(T *S) es compacto.

Por el teorema (2.8.3) parte a) i) y (2.8.3.3) cumple para dos distribuciones con soporte

compacto,
conmutativa conmutativa
(T=S)xw = w=(T*S) = w=(ST)
asociativa
= (w=S)*T
conmutativa
= T * (W * S)
conmutativa
= T * (S * W)

c) i) SeapeCy [R" |, entonces por el teorema (2.7.11) parte c), 3*¢ =, luego por el teorema
0

(2.7.9) parte b) y parte a) i) y como la distribucion & tiene soporte compacto (sop(é‘)) = {0})

entonces:

Luego, D8 = (D“B) *S

D“S=S vy
c) ii) Si en c) i) se hace |of =0 entonces,
D%5 =3

Luego, S=0%*S
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Es de observar que & es el elemento unidad para la convolucién (2.8.3.3) considerada como
una operacion algebraica.

d) Por la parte ) i), la parte b) y la parte a) i) del teorema se tiene:

D% (T+8)=(D (T +S)=((D")*T|+s=(D"T)+s (2.8.3.4)

D% (T *S) = ((D“S)*T)*s :(T*(DO‘S)*S) :T*((D‘*a)*s) =T+(D"s) (2.8.3.5)
de (2.8.3.4) y (2.8.3.5) se concluye que:
D (T*8)=(D"T)*s=T+(D"s).

2.9 Transformada de Fourier

En esta seccion se desarrolla la transformada de Fourier, asi como sus propiedades
fundamentales que se necesitan en el capitulo posterior para el estudio de la transformada de
Fourier del espacio de funciones rapidamente decrecientes, luego transformada de Fourier de
distribuciones temperadas. Asimismo se tiene en cuenta que solo las distribuciones temperadas

poseen transformada de Fourier en el sentido de Schwartz.

2.9.1 Definicion de Transformada de Fourier

Sea feLl(R”)y £cR" Se define la transformada de f en el punto &  por

[en €75 (x)dx

A
La aplicacion que lleva fa f se llama transformada de Fourier de f.

Se denota F [f] :?

Vargas, F. (1994)
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2.9.2 Definicion Inversa de Transformada de Fourier

Sea f e Ll(R”) y £eR" se define la inversa de la transformada de Fourier de f denotado por
F1(f), como:

FIF () = —— [n €'F (x)ix
(2m)2

Carifio, J.(2013)

2.9.3 Proposicion

Sea f,ge Ll(R”) yE Xe (R”) entonces:
2 (x)(E)=e"2%F(g)

b) [ ?j(a) (" () (@)

nAA

c) (f*g)" =(2n)2fg
d) Si X>Oyh(x):f(%) entonces ﬁ(a):x”?(xg)

Demostracion:

D (560 2 e (5 8)(y)dy
(2m)2

def.(27.2) ¢ y
= ——Jgne 'SYE (y—x)dy
(2m)2
Haciendo z=y-X—>z+Xx=Yy

= e S 2z,

(2m)2
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Por la propiedad distributiva en —i&.(z+x) se tiene:

= 1 fen g 1(52+5x)¢ (z)dz

n

(2n)2

()

- ciex {LI eia-zuz)dz}eii-x?(a)

(2n)2

A A def.(2.9.1) :
o) [ i S Dy
27:)5

(
Por la propiedad distributiva en —i(&—x).y se tiene:
1

= [ (X (y) oy

(2m)2

_ (eix.yf (y))A 2)

) (frg) 2 fene X (Feg) (x)ix
(2n)2
def.(2.7.2) .
e e [ () (x—y)dy i
(2n)2

Sumando y restando "y" en —i&x se tiene:

-1 — e e_ié'(x_yw){fR”f(y)g(X_y)dy}dx

(2m)2

= fan € A () fan g (x-y e exfay
(2n)s

Haciendo z=x-y

- Ln [ien e 1oVt (y){ Jen g (z)e_ia'zdz}dy

(202

a(g):def.(z.g.l)
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_ 1 o e—ia.yf(y){(zn)gg(i)}dy
(2m)2
_ (271)% a(é) Ln.[ﬂ%n e 'YE (y)dy

(20)2

?(&):def.(z.g.l)

_(2n)2 ?(a)g(g)z(znﬁ[%)(g)

A def.(29.0) .
d) h(g) = ——fene Sh(x)dx

(ZTC)E
. X
Haciendo X =U—>X=AU

= LnJ.Rn e_i&'xf (%jdx
(ZN)E

Reemplazando % =U—>X=AU

_ AN IRne_ig.(xu)f(u)du

n

(2n)2

e O = 10

(271)2

(12 )def (2.9.1)

2.9.4 Teorema

Sea geS(R”) y P(D)un polinomio, o un multi-indice. Entonces cada una de las

aplicaciones:
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a) f > D%f

b) f - gf

c) fi>Pf

Es una transformacion lineal y continua de S(R”) en S(R” )

Demostracion:
a) i) Se debe verificar que P(D)f € S(R"),

Sea PD)= Y C,D, Y v,B multi-indice. (2.9.4.1)

|M£m

Entonces para X e R",

(29.4.1) asociativa
XDPPON () = WDP( S CDaf0) = X' 3 C,uDP(D,f(X)
|o<m| |oej<m
< ¥ C,[x'DP(D, f(x))
|orj<m
Dy = (i)""‘| D*

= 3 C,|xDBGM™ D“f(x))‘

|ol<m

-y C, xYDB“‘f(x)‘

|oej<m
omo fe entonces para todo Y,S multi-indices, existe constante talque
C f eS(R")ent todo ¥,& multi-ind te k tante tal

‘xYDif(x)‘ <K.
En particular para &=B+a, ‘XVDB’LO‘f (x)‘ <k.

Luego, ‘XYDB(P(D)f(x))‘S > C.k=cte
|

al<m
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Asi, P(D)f e S(R").
i) Se debe mostrar que la aplicacion f > D%f es continua:

Sea f,———>0en S(R")
(n—o0)

donde N=0,12,,..y [B|<N

A+}PN PP PO [ T Cq@+x)N[DP*, ()|

|of<m

Como f,—>0 en S(R") entonces (1+|x|2)N ‘Défn (x)‘—>0 uniformemente en R" .

Luego, para cada sumando (1+|x|2)N ‘DBJ“O‘fn (x)‘—>0 uniformemente en R" .

Por lo tanto:

: n
‘ > Ca(1+|x|2)N‘DB+afn(X)‘WO uniformementeen R .
aj<m

Asi, paracada N eN y para todo multi-indice g, con |B| < N se tiene que

(1+|x|2)N‘DB(P(D)fn(x)‘WO uniformemente en R" .

Es decir, P(D)f,, —>0en S(R").

b) i) Basta mostrar que gf e S(R") y x e R" ; a,p multi-indices

‘Xa P (gf)‘ (2.42.2.1)

x* > (BJ DP~7g(x) D f (x)
y<p\Y

< 3 (0o oo e

<P

Como g eS(R") entonces para todo o, multi-indices se tiene: ‘x“ D”g(x)‘ <C.
En particular, n=p—v, ‘x“DB_“g(x)‘ <C.

Como, f eS(R”)entonceS, para todo E,\,Y multi-indices se tiene:
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‘xiDY f(x)‘ <k.

En particular, |€|=0, ‘Dyf(x)‘sk,

luego, se obtiene: ‘anB(gf)(x)‘S > (B jclk =cte.
y<B\

Por lo tanto, se concluye que gf e S(R")

ii) Se debe mostrar que T > gf es continua:

n
Sea f, WO en S(R")

Sea NeN y O multi-indice con |of <N

TR SUCTR IS mmlsz)N D" g00)[D7 ()

Y<a

Como geS(R™) luego, se tiene:

@+ xPH)N ‘D“_V g(x)‘ <C
Por lo tanto,

(1+|x|2)N‘D°‘(gfn)(x)‘s > (a]C‘Dan(x)‘WO uniformemente en R" .
'Y e e}

Y<a

n
(pues, f, WO en S(R")

Luego, (1+|x|2)'\I ‘D“(gfn)(x)‘wo uniformemente en R" | para todo |oc|£ N.

Asi,

n
gfnwo en S(R").
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2.10 Espacio de Schwartz S(R“)
El espacio de funciones rapidamente decrecientes o espacio de Schwartz S(R”) constituido

por las funciones infinitamente diferenciables C* (R” ) con la propiedad de que las funciones

y toda sus derivadas decrecen rapidamente en el infinito que el inverso de cualquier polinomio

de n variables.
2.10.1 Definicion de Espacio de Schwartz S(Rn)

seaR" espacio euclideo n-dimensional,(peC"O(R”)se define que ¢ es una funcion

rapidamente decreciente si paratodo o, multi-indices existe una constante C talque

XaDB(p(X)‘SC vxeR"

El espacio de Schwartz S(Rn) es un espacio vectorial real o complejo
esta dada como el conjunto:

S(R” ) = {(p eC” (IR%“ ) : @ es unafuncion rapidamente decreciente}
Escobar, A. (2012)

Sipe S(R”) cada una de sus derivadas parciales estan también S(R” ) :

En general, toda funcion de Prueba en p(R”)esté también en S(R”), puesto que todas las
funciones de prueba en p(R”)se anulan fuera de un intervalo finito, mientras que todas las
funciones de prueba en S(R”)decrecen rapidamente en el infinito.

Sin embargo, existen funciones en S(R”)que no estan enCy (R”).
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2
Como por ejemplo ¢(x) = e X,
Asi, p(R”) es un subespacio propio de S(R”)
Observaciones:

i)pe S(R” )significa que cuando |x| — 400, @y susderivadas parciales decrecen a cero mas

1

rapidamente que cualquier potencia de M
i) Si pe S(IR{” )y O es un multi-indice se cumple:
2\N |~ a i
1+ x| ‘D (p(X)‘ < C (N entero positivo)

2.10.2 Definicion

Una sucesion {(Pj}jzl en S(R”) converge en S(R”) a @g siy solo si
pa,ﬁ((pj—(p())—)O cuando j— +oo ; Vo, B e N

Escobar, A. (2012)

2.10.3 Definicion

Una funcional lineal T sobre S(R”) es continua si T((pj)—>0 cuando j—+o en
s(R").

Escobar, A. (2012)

2.11 Topologia en el Espacio de Schwartz S(R)

Sea Q< R" un abierto y K un compacto en Q , entonces:
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Co (k)= {(p eC*(Q)/soppcK } es espacio vectorial, donde se considera la familia de semi-

normas,

Pm,k (¢) = sup sup {‘Da(p(x)‘}, meZ".

xeK |0L|Sm

Asi, la funcional lineal T sobre C§ (Q)= U Cg (K ) es una distribucion si para todo
kcQ

compacto K cQ, existenmy C>0 talque
(T,0)|< CPn (¢), 0eCF (R).

En este sentido se redefine el espacio de Schwartz S(RR); esto es:

S(I@:{(pecool sup X“DB(p(X)‘<oo}, Vo, B e (€' — nuplas)
xeR

Es de observar que si se toma Q = R".

Ahora a fin de comprender la topologia en S(R” ) se desarrollara en R ; esto es:

Dada una sucesion {¢p | en S(R), es convergente en S(R) si o, B enteros positivos se tiene:
x*DP gy, (x)——0, uniformemente, cuando N —

Se dice que o, —>¢ en S(R) si ¢, —9—0 en S(R).

2.11.1 Definicién

Sea K < IR subconjunto compacto, en S(R) definimos la seminoma:

@]y, = sup sup x“DB(p(x)‘

xeK |aj<m

Una sucesion {om} en S(R”) es convergente en la seminorma definida en S(R)si

{x“DB(pm} converge uniformemente sobre K c R, esto implica que existe ¢ € S(R) tal que:
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—12% 50, Vo, e NxN

[om =0l = sup sup [x*DP (o —) (x)|—"=*

xeK |o<m

o simplemente, @, —>¢ en el sentido de S(R).

Escobar,A. (2012)
2.11.2 Lema

a)  Si PmT Py ¥m—W¥en S(R) entonces,

0P +Bwm —— ap+Byen S(R),donde o, peR.
b) Si ¢ —>0en S(R) en, entonces ¢, ,y——>0en S(R), Vy eS(R)
c) Si oy —>¢ en S(R), entonces Q(x )[P(X)om | —>Q(X)[P(X)0] VPyQ
Demostracion:
a) Si oy ——> ¢ en S(R)

Si,
p xO‘DB((pm—q))(x)‘—m_’L)O (2.11.2.1)
Xe

Si ym——> en S(R),

si, sup|x
Xek

XD (1 — ‘ M- (2.11.2.2)

de (2.11.2.1) y (2.11.2.2) se tiene:

x*DP [oc(cpm —0)(X)+B(wm —‘V)(X):”

= o sup
xek

x*DP (o — (p)(x)‘+[35up‘ x*DP (ym —w)(x)—"220,

esto implica que:

oPm +BYm ﬂ>0C(P+B\|I, OL,BER;(P,WES(R)
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b) Por hipétesis ¢, —>0 en S(RR)esto implica que,

sup
xek

x*“DPo, (x)‘M)O,
luego, para y € S(R) se tiene:

sup
xek

x“DB(wqu(xﬂz{sup

xek

O IR

entonces oy —2—20 en S(R),Vy eS(R).
¢) Si oy ——>¢ en S(R)

Si sup
Xek
luego:

x*DP (o _Q)(X)‘M)o

Q(X)P(x)em ——Q(x)P(x)¢
si, Sup‘XaDB((pm—(p)(X)Q(x)P(x)‘——>0,CuandO m— o
xek

XOLDB((Pm —@)(X)Q(X)‘ —50, cuando M—o0

P(x){sup

xek

XQDB((Pm—(P)(X)‘ — 50, cuando M—>

Q)| P

xek
asi se tiene mostrado que:

Q(X)[P(X)om | ——Q(x)[P(x)e], si M—.
2.11.3 Lema

Si gm——0 en S(R), entonces [, |om (X)|dx——0, cuando M.
Demostracion:

Por hipétesis ¢, —>0 en S(R), entonces (1+ xz)cpm ——>0converge

uniformemente cuando M — 0,
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Luego, dado & >0, existe Mg tal que VM =M se tiene:

‘(1+X2)(pm (x)‘<g

‘(1+ Xz)“(pm (x)|<e

€

X _
‘(Pm( )‘< ‘1+X2‘
luego:

4

I% ‘(Pm(x)dx‘ﬁﬁﬁo d <€, es convergente.

2.11.4 Corolario

Si om——0 en S(R), entonces [~ x“DB(pm(x)‘dx—w, cuando M—>o para

(oc, B) e NxN .
Demostracion:
Si g ——>0en S(R), entonces x*DPpy, (x)——0,¥(a,B) € NxN,m — oo

converge uniformemente sobre los conjuntos compactos de R .

Sea ®m y 0 en S(R), entonces ¢, —>¢en S(R)
si gy —9——0 en S(R)

om(X)=9(X), paratodo X e R

ademas:

DR (x) =D x)

luego,

[ ‘XO‘DB(pm(x)‘dxzjo0 ‘X“DB@(X)‘dx

—00 —00
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[ XaDB(pm(X)—XaDB(p(X)‘dX=0 converge uniformemente,
por lo tanto,
%, (<D (gm (x)-(x))dx =0

=, ‘x“DB(pm (x)‘dx >0,m >00 |

2.11.5 Teorema

g (R) es denso en S(R)

donde o =Cg (R)
Demostracion:

Se debe probar que dado v € S(R), existe {pm} = CF (R) tal que g, —>y en la topologia
de S(R).

En efecto:

Sea 0 e Cy (R)tal que [6(x)[<1, con 8(x)=1 sobre la bola |x| <1.

Es de observar si:

K < R" es compacto, entonces existe 6 « C§' (R)tal que 0<6<1ly 6=1
sobre una vecindad de K.
Considerando la aplicacion de dilatacion:

Om (x):e(%j, m=12.. VxeR

Se tiene;

om (X)=0m (X)w(x).
Asi, om €CF (R), por otro lado, si ¢, —>y en S(R) entonces se tiene:

om-v—0
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Pm (X) = \V(X)
Doy, (x)= DB\V(X)

lim x“[DBcpm(x)Jz lim x“[DB\p(x)]V(a,B)eNXN

m-—»o0 m-—>o0

luego, se tiene:

lim x¢ [DB(pm (x)- DB\V(X)} =0 converge uniformemente; (2.11.5.1)

m-—oo

de esta manera:

x| DPory (x)-DPy(x) | = x| DP (B (x))w(x) - DPy ()|

usando la férmula de Leibniz, se tiene:

xa[o%m(m—nﬁw(x)}xa[% (g.jof"emx)DB%(x)—Dﬁw(x)}

B=0

, 1 , ,
considerando que DP Om (x):—,DBe(ij y B =0
mP m

:[3%— (E)m—BDBG( jOLDB_B,\V(X)+6[%)XQDB\|}(X)—XGD[3\U(X)-

Pero, como y € S(R)sabemos que x*DPy (x) es rapidamente decreciente, esto es:
Dado >0, existe Mg tal que V|X|>m, se tiene:

‘x“DBw(X)‘ <Z_ (2.11.5.2)

Por otra parte, si [0(x)[<1, para |X| > My se tiene:

o(zJeones

. X . .
Es de observar que si [X|<m, entonces O(Hj =1, asf para |X|<m se tiene:

e
<. 21153
2 ( )
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e(inaDB\V(X)zanﬁ\y(X),
m
Entonces VX y M 2 M se tiene:

<=+

i) ‘6(%) XO‘DBW(X)—XO‘DB\V(X)

N o™

£LE
4 4

esto es, si [x|<m, [x|>m y M>my entonces |X|>m, se tiene (2.11.5.2) y (2.11.5.3)

Es de observar que si y €S(R) y 8 eC§ (IR{” ) entonces:

‘Dﬁ'e[ijx%ﬁ—%(x) <M, B=12,...B

m

luego, si m es suficientemente grande, se tiene:

y 1 g B
ii) ‘(g)m—BDBe(%jx DP Bw(x)

€
< —
2

finalmente,

x* |:DB(pm (x)- DB\V(X)]

e €
+ <—+—-=¢g.
2 2

p , ,
<3 (B, ji Dﬁe(ﬁjx“DB‘Bw(x)
B’:l B mB m

6(%jx°‘DB\y(x)—x“DBw(x)

2.12 Transformada de Fourier en el Espacio de Schwartz S(R”)

La Transformada de Fourier f(&) de f eS(R“) es diferenciable y tiene derivadas
continuas de cualquier orden, por lo tanto fe COO(IR{”)y se define similarmente como en la

seccion anterior. Asimismo se muestra que la transformada de Fourier de S(R”) en S(R” ) es

lineal y continua.
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2.12.1 Definicion de Transformada de Fourier en el Espacio de Schwartz
La transformada de Fourier F[f]:]Rrl — C de una funcion feS(R”) denotado por f se

define como:

() =F (&)= — fane ¥ (x)x |
(2m)2
donde:

VA
F[f]=f ; ceR"; gx:%Eijj ; xeR"
j=1
Escobar, A. (2012)

2.12.2 Definicion Inversa de Transformada de Fourier en el Espacio de Schwartz

La transformada inversa de Fourier de f eS(R”) se define como:

FF](8) = —— n €5%F (x) dx
(2m)2

Escobar, A. (2012)

2.12.3 Teorema

a) La Transformada de Fourier,

AN

F: Ll(R”)—>L°°(R”) en Lm(R”) es lineal ,acotada ycumple |f|  <[f 1

Loo
AN

fioF(f)=f
AN
b) f e C(Rn)
Vargas,F. (1994)

Demostracion:

a) 1) Latransformada de Fourier es lineal.

Sea f,geLl(]Rn)yoceR
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def.(29.1) ¢ .
F(f+ag)(&) = —anne‘ & (f+ag)(&)ds
(2n)2
linealidad . .
= e (€ ofne g

(2m)2 (2m)2
def (2.9.1)
= F(f)(&)+aF(9)(8)

linealidad

= (F(f)+aF(9))(&)

Por lo tanto,
F(f +ag)=F(f)+aF(g) es lineal.

ii) Para £cR",

def.(32.9.1) 1 In‘e—iﬁ-X“f(XNdx
n ‘R

(2m)2

(@)

= Lann|f(x)|dx
(2m)2

1

e <[l

(2m)2

A

F(e)

Luego, sup <|f|.2

EcR"

VAN
f S|H”L}

LOO

Asi, la transformacion de Fourier de L1 en L” es lineal y acotada.
A n
b) Se debe mostrar que f e C(R )

Sea heR"
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A A def.(2.9.1) . )
FEen)-(e) = e G () ax— [ e o4 ()

(20)2
<1 [ ‘e_ié'x 1—eiNX ‘f (x)‘dx
(2m)2
1 —ih.x
=——Jgnfl-e ‘f(x)‘dx.
(2m)2

Como f e Ll(R”),

‘1—e_ih'x [f(x)[<2[f(x)] , vxeR" y

‘ o—ihX ‘f ‘

Luego, por el teorema de convergencia dominada se tiene,

e "I (x Jox a0

o[t~ h—0)

Asi,

A A
n
Por lo tanto, f es continua R" . es decir, f eC(R”).

2.12.4 Teorema

Sea f eS(R”) y sean o, multi-indicey &< RR" . Entonces:

2) (9 (x () (2) = (4Pl P 2)

b) La Transformada de Fourier, F:S(Rn )——)S(R”) es lineal y continua.
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0) (P(D)F)"(8)=P(&)F(2)

donde P(D) es un operador diferencial con coeficientes constantes.
9) (PC)F)"(8)=P(-D)F (&)

) . n
P es un polinomioen R"
Demostracion:

def.(29.) 4

a) (DB(XOLf (x)))/\ (&) = ( )n IIR” e_i(t"XDB(Xaf (X))dX
2m)2

Como f eS(IRi”) entonces Xx“f eS(R”). (x*f ——0 cuando |x| — +x)

DB (xaf (x))/\ (g)de}c'(:zlg'l)ﬁjﬁn (_i)\ﬁ\ éﬁe—iﬁ.x (xaf (x))dx

(21)2

— (~2)Pl(i) Plep Ln fgne (x“f (x))dx

(2n)2
(x"‘f(x))A
=(i)‘m éB(X“f(X))A(é) (2.12.4.1)
. def.(291) 4 §
Si f(é) = —nIRne I&'Xf(X)dX y
(20)2
Si D% = oot 0% entonces,
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L. def.(290) 4 y
DUf(¢) = ~ [0 D (71 (x)x

(20)2

() (< (x)) " (2) (2.1242)

reemplazando (2.12.4.2) en (2.12.4.1) se tiene:

(08 (1 (0) (2) =P (i) Fl o )
_ilf (i)|°‘| ePDof (€)
= (i) P ()

Nota:

A

) [B=0, (x“f (x)) (&) =())" D" F (&) = ()" ()" . F (&) = (-1)" P,  (2)
o [e1=0 P TE=(B00) (@)
& (2)=(() "D (x)) (2)=(Dsf (%)) ()

b) Se debe mostrar que F: S(R” )——)S(R”) esta bien definida.

En efecto:

Sea f eS(Rn) Yy o, multi-indices. Entonces x*f eS(IR”) y

(l+|X|2)N ‘Dﬁ(x“f (X))‘ <C (por la observacion ii) de 2.10.1)
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C

‘DB(xo‘f(x))‘<m . ¥xeR", NeN
2 DB (X% (x) )dx < nd—x<oo
fan PP (< () Jax <, o]

Luego, DB(x“f (x)) e Ll(R”)
Por otro lado, considerando parte a) del teorema se tiene:

=C.

SHDB(XO‘f (x))

Ll

Poti o] p? (e ()

Luego, se concluye que f eS(IR{” )esté bien definida.

i) La transformada de Fourier F:S(R”)—)S(R”) es lineal.

F(f+a wesh 1 e 15X (£ £ ag)()d
(f+ag)(é) — [ (f+ag)(g)dg
(20)2

adicion 1

def.(2.9.1)

= F(f)(&)+aF(g)(8)
linealidad

= (F(f)+aF(9))()

Por lo tanto,
F(f +ag)=F(f)+aF(g) es lineal.

il) F es continua:

En efecto:

Sea f, ——0 en S(R”)entonces se tiene:
DB(XO‘fn (x))——>0 en S(R”)
Luego, con p=1, se tiene:
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DP (x*fy (x)}——0 en LY(R").
(pues, si f eS(R”)entonceS felP (R”),S(Rn)esté inmerso en LP (Rn)

yescontinuaenli<p<oo).

En lo que sigue,

£PDBEn () <[P (x1, (x))HLl 50 VEeR"

Luego,

A
éBDa fn (@)‘——)0 uniformemente en R" .

Asi,
fn——0 en S(R“) ,
es decir F(f,)——0en S(Rn).
c) Sea P(D) = 2 CyDq , por el teorema (2.9.4), P(D)f eS(R”).
|0L|SN
Considerando la parte b) y la nota ii) del teorema (2.12.4) y la parte a) del teorema (2.9.4) se

tiene:

(P(D)f)A(E-v):[ 2 Ca(Docf)] (§)= 2 Coc(Docf)/\(‘tv)

|oc|£N |oc|£N

= 3 &M (8)

lo<N
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d) Sea P(x)= X cox*,

|(x|Sm
por la demostracion del teorema (2.9.4) parte a) se tiene:

P(x)f eS(R")

Considerando la parte b) y la nota i) del teorema se tiene:

(P(x)f)A(%){ > cax“f] (&)= ¥ ca(x*) (&)= X ca(-1)D,

‘a‘Sm

(pues, P(-D) = ¥ (~1)%c4Dy)
ol<N

2.12.5 Lema

Sea f,g e S(R” ) . Entonces

-4

oy Jan T (£)9(£)eXde = [n f(x +£) g (2)de

c)<f’g> :<f’a>
L2(RM) 2(=")

W

d) Si f(n) es la funcion definidaen R" por f(n)(x):e 2 entonces,

fm) €S(R")  f(ny =Tm) ¥

fm (0) = %Iw f m) (©)dE
(2m)2
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Demostracion:

a) Sea, £eR"

VY def.(2.9.1) L
R RO

n

(2m)2

def.(273) 1 B
= Jgne (- x)dx

(2m)2

def.(2.9.1) .
= e OV ay

n

(2m)2

def.(2.9.1) A
= f(-¢)

A _— def (2.9.1) 1
b) fon T (8)g(E)e'¥dg = [gn n
(2m)2

Jen e SR (y)dy |g(&) e’ de

def (2.9.1) L
= fen | Jan Ve g(e)de [ )y

(2m)2

= Jan [ fan €SO0 g2y [ (y)cly

@2 |

a(y—X)
—Jong(y—x)f(y)dy
—Jong(8)F (4 x)F(®)dE
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En x =0, se tiene:

[zn ?(&)g(é)dé.:jkn g(g)f(é)dé Formula de Parseval (2.12.5.1)

AN

0 <?,é> fan F(E)0(ENE= [ 0(2)F (2)E = 1.6
L2

L2

d) En R se tiene:

x? x?

f(l)(x)ze_7 yf'(l)(x)z—xe 2 , XeR

luego, ) (x) +xfy(x)=0.

Tomando la transformada de Fourier y la nota en la demostracion del teorema (2.12.3) parte a)

con =R =(1,0,0,...,0) y & R tiene:

(Fy )" () +(xigy () (2) =0

iaf'a)(&)ﬂ[?(l)(a)] -0

ﬁ?(l) &+ (;‘\ M (ﬁ)] =0

Se tiene que,
o) +Xfa) =0 (2.12.5.2)
y
AN N I

de (2.12.5.1) Yy (2.12.5.2) se obtiene f(l) (?(1)} —%\(1)1:‘(1) =0.
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N

f
Asi, f(_l) =0 . Por lo tanto @

=C, (C ,esunaconstante)
f fy

Como fi(0)=1 'y

710X @dx = ijfooo e 2 dx

f(0)= 5 fere N

1 on
=—+/2n=1
J2n

N
Por lo tanto, se concluye que  f 1) =f() en R ,puesen0, c=1

En R":

f(n) (X)Zjli[lf(l)(xj') ) X e R"

Sea £eR"

A . def.(2.9.1) i

f (&)= fane S fax = —fone Za”[r_”(l)( )J

(2m)2 (2m)2 =

— &{_ e "t (x ﬂ“
enz
:————ryﬁne'quD( x;)dx;
(2m2 "
=£{f(1)(&,-)
—Hf(l)(ﬁ)
J_
=f(n) ()-

Luego, ?(n) =f(n) parato todo "n"
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1 A
Ahora se debe mostrar que: f(ny (0) = ——[zn f (n) ()&
(2m)?
En efecto:
x?
Fry (0) = —2— [on frmy ()dX = ———[one 2 d
) (0) =~ [ fy (o = — [gne 2 dx
(2m)? (2m)?
(2m)2

2

1 n —1
———Jgn| TTe 2 [dx

emz

Por lo tanto, se concluye que:

1 1 A
fn)(0)= —EIRn f(n) (X)dx = —EjRn fmy(x)dx, xeR"
(2m)2 (2m)2

2.12.6 Teorema de Inversion de Fourier
La transformada de Fourier F:S(R”)—)S(R”) es lineal, continua, biyectiva y su inversa

también es continua.

Vargas, F. (1994)

Demostracion:

Por el teorema (2.12.4) parte b) la transformada de Fourier es lineal y continua.

i) Se debe mostrar que si f e S(R” )entonces f(x)= Lann eEXE (), £ R
(2m)2
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En efecto:

n - X
Sea f,g eS(R )yse define: h(x)=g i A>0
Por la proposicion (2.9.3) parte d) se tiene:

h(E)=A"g(rE), £ R

Por la formula de Parseval (2.12.5.1) se tiene:

fon F(£)N(8)d8 = fan N (E)F (2)

oo (P79 (2) e = [ £ J(e)c

Haciendo y=x¢&— % =¢ setiene:
feof( L Jo(v)ey =feng £ (2)e

cuando A — +oo, Se tiene: f(%)—)f(o) : g(%j—m(o).

Luego, por el teorema de la convergencia dominada se tiene:

N

Jan f (0)a(y)dy = [on 9(0)F (&)

f(0 N 0 A
( lfRng(y)dY=L2]IRnf(é)dé, VgeS(R”)- (2.12.6.1)
(2m)2 (2m)2
s
En particular si se toma g(y)=9(n)(Y)=€ 2 entonces, por el lema (2.12.5) parte d) se
tiene:

AN 1 A
Oy =9(n) ¥ 9(n) =— [ 9y (YN
(2x)2
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Luego, de (2.12.6.1) se obtiene:

003 (0)= 220 2 ey
(27:)5

Para formula de inversién en x =0 y con d(n) =1 se obtiene:

1 A
F(0) = —— Jpn f(§)d8
(275)5 (2.12.6.2)

Ahora por (2.12.6.2) y la proposicién (2.9.3) parte a) se tiene, para x € R",

(%) = (7 xF) (0) = — = Jan (v F ) (8) e
(27:)5

— L fee®F(e)dg

(2n)g

Luego, la formula de inversion es valida.

b) F es inyectiva:

Por la férmula de inversion se tiene:

F(x)=—— [gne®* (0)dg =0, VxR
(2m)2

luego, f =0

c) F es suryectiva:

Se debe mostrar que, existe g e S(R" ) talque F(g)=f
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AN
como F esta definida, feS(Rn).

Sea X eS(R”).

Luego, fA =1:eS(R”)

Por lo tanto, se tiene:

A
A
N
f

Asi,existe g = eS(R“)tanue

b) Lainversade F es continua,
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Luego, por b) y c) existe la inversa de F .

F:S(R”)—>S(R”) es continua

VAN

ff
~:S(Rn)—>S(R”) es continua
f H]Z

donde, ~:funcion reflexion

_ -1
Como F1=F" entonces F 1 es continua F (f): F(
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CAPITULO IlI: ESPACIO DE DISTRIBUCIONES TEMPERADAS
3.1 Distribuciones Temperadas

Con las propiedades algebraicas y analiticas de la transformada de Fourier en el espacio

de Schwartz S(R”)que se desarrollé en el capitulo anterior, en este capitulo se desarrolla

distribuciones temperadas, que esta formado por todos los funcionales lineales y continuas

definidas sobre S(R”).

3.1.1 Definicién de Distribuciones Temperadas
Una aplicacion T S(R” )——)(C es una distribucion temperada si:

i) T eslineal
<T,oc(p1+B(p2>:oc<T,(pl>+B<T,(p2> ¢1, P2 eS(Rn); a,peC

i) T es continua Si @, —>¢ en S(R), entonces (T, ¢, )—>(T,¢) en C.

Valeria, M (2009)

Se sigue de la definicion de convergencia en p(R”)y en S(R”)que una sucesion @ que

converge a ¢ en el sentido de go(IR{”)también converge a ¢ en sentido de S(Rn )

Por lo tanto, Todo funcional lineal y continuo en S(Rn )también loesen p(R” ) .
s'(R“)cgo'(R“).

Un funcional lineal y continua sobre S(R” ) se llama distribucion temperada si y solo si existe

una constante C >0, m  Ntalque[(T, )| < C sup sup (‘x“Dﬁcp(x)‘) ,Voe S(]R” ) .

|o<m|p|<m

El espacio de las distribuciones temperadas se denota por S“(IR")
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Es decir:
S (R”): {T ego'(R”):T:S(R”)—>C es lineal y continua }

Observaciones:

1) Una distribucion T es una distribucion temperada, si es extendida a un funcional lineal y

continua sobre S(R”).
2) Si Tego'(IRi”) admite una extension continua a toda S(IR{”), por lo tanto, T es una

distribucion temperada, es decir T e S (R” ) .

3) Una distribucidn no siempre se puede extender a una distribucion temperada.

3.1.2 Definicion

Una sucesion de distribuciones temperadas {T,} en S (]R{” ) convergea TeS (R” ) Si:
(Tn0)—"225(T,0) voes(R")

Tellechea, E. (1981)

Si {Tn} convergea S (R” )converge también en go’(R”) y luego se tiene que T € go’(R”).

Dicho resultado permite el siguiente corolario.

3.1.3 Corolario

SiTe S(Rn ) entonces T € go’(R”)

Demostracion:

Por hip6tesis se sabe que T e S'(IR” ) <3IC>0,meZ", tal que

(T.@)|<C sup sup (‘x“DB(p(x)‘); (peS(]Rn)

|o<m|B|<m
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luego, si K es un compacto en R" y pep(K)c S(R") entonces se tiene:

)sup sup (‘Dﬁ(p(x)‘)szm’k((p) , Tego'(Rn)

xeK |Bj<m

(T.o)[<C sup sup (‘x“

|X|eK |o<m

Por lo tanto, como consecuencia de este resultado se tiene que, el dual topoldgico de S(R”)
denotado por S'(R”)esté formado por todos los funcionales lineales y continuos sobre

S(Rn ) y sus elementos se llaman distribuciones temperadas, pues los elementos de S'(IR{”)

'[N
son también elementos de §° (R ) , s decir :
S (&") < (&)
3.1.4 Corolario

Seal<p<ow,si LP (R” ) es el espacio de funciones integrables segin Lebesgue entonces:
LP (R” ) cS’(Rn )
En efecto:

Sik esun compactoen R"y f e Lp(Rn) :

JIfl<T [P <[ P <o
k k R"

luego, f e L1|OC(Rn)

Si k=1, l<p<oo,Setiene:
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o |-

1
l+|x|2

dx<[f]p| | ——dx| <

(1)

I IFe0)

1 1
donde B-I-a:l, 1<g<w ;PorlotantofeS“(R”)

3.1.5 Teorema
Sea ¢ eS(R”) , T €S (R”) , P un polinomioy O es un multi-indice. Entonces:

a) PT
b) gT
c) D*T

Son también distribuciones temperadas.

En efecto:
a) (PT)(¢)=T(Pg) , ¢eS(R")

b) (@T)(¢) =T(g¢)

¢) (D“T)(9) = (-1 T(D%)

3.2 Derivada de una Distribucion Temperada

En esta seccion se presentan definiciones y se muestran propiedades de la derivada de

una distribucion temperada.

3.2.1 Definicién de Derivada de una Distribucion Temperada
SeaTe S“(R” ) , pe S(R” ) y O un multi-indice. La derivada de una distribucion temperada

se define como:
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<D°‘T, (p> = (-1 <T, D“(p>
Tellechea, E. (1981)

Es de observar que, D*T es una distribucion temperada.

Dicho resultado permite la siguiente proposicion.

3.2.2 Proposicion

SiTe S“(]Rin ) , entonces DT eS’(R” ) .
Demostracion:

<D°°T, (p> = (-1) <T, D‘*(p>

Si @, ——>@en S(Rn), entonces D%p,, — D%

Si T es una distribucién temperada, también lo es todas sus derivadas sucesivas.
<DOLT’ (Pn> = (_l)|0t| <T, Da(Pn >__)(_1)|OL| <T, Da(p> - <DOLT’ (P>
3.2.3 Definicién de Producto de un Polinomio y una Distribucion Temperada

Sea P unpolinomioy T eS(R”), se define el productode P y T como:
(P)T,0(x)) =(T.PX)p(X)) , @ eS(R”)
Tellechea, E. (1981)

3.2.4 Proposicion

SiT eS“(R“), entonces PTeS(IR”).

Demostracion:
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Por el teorema (2.9.4) la aplicacion f — Pf de S(R”)en S(R”) estd bien definida y

continua.

3.2.5 Definicidon de Multiplicacién de una Distribucion Temperada por una Funcién
Sea g eS(R”) y T eS(R”), se define multiplicacionde gy T como:
(T, f)=(T,qf) , f eS(Rn)

Vargas,F. (1994)

3.2.6 Definicion

Sea T eS(R”) y X€e R" La aplicacion rJ:S(R“)—)R definida por:
() =T () | f eS(R")

Tellechea, E. (1981)

3.2.7 Proposicion

SiTe S(R“ ) , entonces 1, T € S(R“) .

Demostracion:

Por el teorema (2.10.8) la aplicacion f— 1,f de S(]R”)en S(R”) es lineal y continua se

prueba que Ty 1 es una funcional lineal continua en S(R” )

3.2.8 Teorema
SeaT eS(R”) Yo eS(R”)entonces,
Tx9eC”(R")y D% (T+¢)=(DT)*o=T=(D%)

T = ¢p determina una distribucion temperada, O multi-indice
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Demostracion:

Basta mostrar que T =¢ define una distribucion temperada,

Si Te S(R”) , existe una cte C > O y enteros k,n talque
(Tl =clvll, » YweS(R")

Por lo tanto, para X € R" se tiene:

TLTX(NPJ <C ‘CX(I)

(T*o)(x)|= =Ca|23k5‘;p‘yaHD‘§<p(X—y)\

Bl<n

k,n

=C Y sup (—y+x)°‘HD§,(p(y)‘

oc|£k

Bl<n

Como ¢ € S(R”) , lo cual es polinbmicamente acotado y por lo tanto(T*(p) €S (R”) :

3.2.9 Proposicion
SeaTe S“(R” ) , entonces gT e S’(]R{” )

Demostracion:

Por el teorema (2.10.4) la aplicacion f — gf de S(R”)en S(R”) esta bién definida y continua.

3.2.10 Corolario
Si f es de crecimiento lento, entonces f €S(R) .

Demostracion:

Si peS(R) se tiene también (1+|x|2)k+1 , peS(R)

luego, < M, entonces,

(1+?) o (x)
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[(F @)= 1%, [F ()o(x)]ex

dx

<CML, 1+X

2<oo

donde, (f,@) <[ f(x)e(x)dx
Por tanto, esta funcional es continua sobre S(R), puesto que,
on ——>0en S(R).

Se debe mostrar que (f, ¢, )——0

En efecto:
on ——>0 en S(R)implica (l+|X|2)k+l(pn —so0enS(R)
entonces,

|<f’(Pn >| <% |f (X)”(Pn (X)|dx

<C[” (1+ xz)k |on (x)|dx

k+1 1
=C[® |1+x%) on(x dx
1) an (01—
<Ce[” d—X2—>0
1+X

Como consecuencia de este resultado se afirma que, toda distribucion definida por un

polinomio, es una distribucion temperada.

3.2.11 Proposicion

Sea go'o(Rn)espacio de distribuciones de soporte compacto, siTego’o(Rn) entonces

TeS(R”).
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Demostracion:

Sea el compacto K =sopT, entonces 0T =T para algin eego(R”).Asi mismo, existe
meN y C>0 tal que para K =50p0 se tiene,
|(E¢H£Cpmklﬁﬁ,v¢eCQ(Rny

En particular para cualquier ¢ € Cy (R” )

(T.0)|=|(6T, 0)|=|(T.00)|<C sup sup (‘D“e(p(x)‘)scl sup sup (‘D“(p(x)‘)

|(X|Sm Xekl |Q|Sm XEkl

<Cy sup sup (D“(p(x)‘)

|0l|§m xeR"

Lo cual, es una semi-norma continua sobre S(R”) )

Convergencia en S“(R”):

Dada una sucesi6n {Ty} en S(R”), se dice que T, ——0en S(R”)

ST (T, w)——>(T,y) en C, paracada y € S(R).

En general:

(T, @)——>(T, ) en S(R”)
sea fLP(R"),

entonces:

(e < [F(lo(x)|ax <], ol @ =S(R")

dond 1l =
on e1<p<oo,p q y | ”p:” e

entonces, si f,, ——f en Lp(R”),tenemos T —Tt en S(R).
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Luego, la aplicacion f e LP (R” )—>Tf eS(]R” ) es continua,

Es de observar que:

(T, = To.0)] <l =1 ol —0.

Luego, en particular se tiene algunos ejemplos de distribuciones temperadas

1) Muestre que las distribuciones temperadas son distribuciones, es decir: T e S“(R”)

Solucion:
i) Es lineal.

ii) Continuidad:

Supbngase entonces que {p,}——>0 en go(R”) talque existe un compacto

K = R" talque Sop (¢, )= K paratodo neN y |im SUD‘D“%(X)‘ =0 para cualquier p

n—oo | XeK

Por consiguiente,

o) |- 00,0} <, g0t o]
’ xeK xeK

donde C, >0 talque ‘X“‘SCQ para todo X e K
luego, se tiene que {@n} — 0 en S(R”), asi {T(on)} > T(0)

y T escontinua en go(R”).

2) Por la proposicion (3.2.11), Toda distribucion con soporte compacto es una distribucion
temperada.

En Efecto:

Sea K=50p(T) donde T e go’(R”) y K es compacto.
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Entonces existe y € Cy (R“) Talque,
v =1 en algun abierto V talque KcV
Se define la extension T de T.

Asi, T(F)=T(yf) , f eS(R)

Por lo tanto, T es lineal.

Se muestra que T es continua:

si f;—0 en S(R”) entonces D%f, — 0 uniformemente en R" | Vo multi-indice

luego, D (yf,,)——>0 uniformemente en R",
Por lo tanto, f,, ——>0 en CBO(R").

Como Tego’(R“) se tiene que T (yf,)——0

Asi, 'T'(fn )——>0 luego, T es continua en S(Rn).
Te go’(R")admite una extension continua a toda S(R” ) :
por lo tanto, T es una distribucion temperada es decir T S (R”) .

3) La delta de Dirac, definida como 8x (@)= (X) Paratodo ¢ e S(R”)

es distribucion temperada.

4) Para todoTego'(R”) con soporte compacto se puede identificar con una distribucion

temperada, en el sentido que existe una dnica TS (R”)cuya restriccion a p(R”) coincide

con T.
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5) Una funcion integrable es una distribucion temperada, pues:

(o) =" _F(X)p(x)dx existe si @ es acotada, ¢ € S(R” )

6) Dada una distribucion temperada T € S“(R”) y es un polinomio P(x) , entonces P(x) T €S

una distribucion temperada; esto es:
(PO)T, ) =(T,P(x)o(x)) y [PO)o()] eS(Rn) , (pES(Rn)
7) Se definen, para TeS’(]R“) y (peS(R”) CTh T, 8, T y T por:

) (thT.0)=(T.T_o) (traslacion)

i) (5,T,)= <T,ad 61(p> (dilatacion)

a

iii) <'I' (P> = <T, (I)> (reflexion)

Son distribuciones temperadas.

8) Sea P un polinomio en Xtalque [,n

@+[x%)~N P(x)‘dx <o .

Entonces P define una distribucién temperada Tp como:

To(@) = [an POO@()dx , 0 eS(R")

9)Toda distribucion temperada es una distribucion de orden finito.

En efecto:

Sea TeS(R“), KcR" un compacto ¢ € gk

Como p(R”)cS(R”) entonces, (peS(R”) ycomo T eS(]Ri”)
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existe un entero positivo N y una constante C tales que

IT(¢)|<CPN(9)= X sup (1+|x|2)|\l ‘D%(x)‘

|0L|SN xeK

2\N 2\N
En K, (1+[x ) (l+|x| ) <,

es acotada, es decir existe una constante Cq talque

T(o)<CC X sup‘D“cp(x)‘sC > sup D“(p(x)‘

|ot|<N xeK |o|<N xeK

Asi, Te go’(]R“) y como el entero N no depende del compacto K, T es de orden finito.

Por consiguiente, con los conceptos, definiciones y propiedades fundamentales de este capitulo
se tiene que solo las distribuciones temperadas poseen transformada de Fourier en el sentido

de Schwartz, que es el objetivo a desarrollar en el siguiente capitulo.
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CAPITULO IV: TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA DISTRIBUCION
TEMPERADA

En este capitulo la transformada de Fourier, definidas en el espacio de Schwartz se
extiende al espacio de distribuciones temperadas considerando definiciones y propiedades de
la transformada de Fourier en el espacio de Schwartz y en consecuencia se tiene la extension
de la transformada de Fourier a una distribucion temperada.

4.1 Transformada de Fourier de una Distribucion Temperada
Antes de definir la Transformada de Fourier de una distribucion temperada, supéngase

que T es una funcién entonces,
Sea TeSl(Rn), se requiere definir una distribucién -?-es'(R”) talque si

AN VAN
Te Ll(R” ) entonces T sea la distribucion temperada asociada a f , donde T es la

funcion de LL (R” ) que representaa T.Si f e Lt (R” ) entonces Tf = T?. Es decir,

A\ AN
Tt ((P)=TA((P)=fRn fo , (peS(IRin) . Por la férmula de Parseval (2.12.4.1)
f

A

A A A
[en fa=lpn fg=T; [QJ se dice que '/1\'1: (9) tiene que ser definida por T [g]
Asi para Tes (R” ) , se define T s(R” )—)R por
A VAN
T(9)=T|g| Vg eS(R”)
Bajo estas condiciones se tiene la siguiente definicion.

4.1.1 Definicion de Transformada de Fourier de una Distribucion Temperada

La Transformada de Fourier F[T]de una distribucién temperada T e S“(R” ) es un funcional
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FT]:S(R")——C definida por:

<'?',(p>:<T,(Ap>,V(peS(Rn)

AN
donde F[T]= T denota transformada de Fourier de una distribucién temperada.
Es de observar que,
F:S(R")——s(R")

N
o F(o)=¢

es una aplicacién continua de S(R”) en S(R”) ycomo T escontinuaen S(R” ) se deduce

AN
que TeS(R).
Esta relacion define una aplicacion lineal continua sobre S(IR{" )

A
pues si ¢, —>0 en S(R”), entonces @, —>0 en S(R”).

4.1.2 Definicion de Transformada Inversa de Fourier de una Distribucién Temperada

SiTe S“(]Rin ) , se define su transformada inversa de Fourier ¥ como:
\V4 V
T,0)=(T,0 ,V(peS(Rn)

N
i) Para que esta definicion tenga sentido es necesario que se cumpla F[(p] =Qe S(Rn )

Es de observar,

ii) F:S(R“)——)S(R”) es continua, por lo tanto F de S'(R”) en S'(R”) es continua.

Similarmente: =21 de S(R”)en S(R”) es continua.
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Ademas, se tiene el resultado,
FIrT=T=rFFT

SiTeS(R), ¢e LZ(]R”), con T =T, entonces

A def.(4.1.1) A A A
Tolo) o Tep[cp}JRn¢<x><pdx=fRn¢<xyp<x)dx=T$<cp>

4.1.3 Corolario

N
Si T,——T en S(R), entonces Th——T en S(R).

En efecto:
N AN AN N
Tn’(P = Tna(P — Tl(P = T’(P
4.1.4 Proposicion

] N\
Si TeS (R) entonces T e S“(R”)
Demostracion:

A
Como T=T,, entonces ? es lineal y continua en S(R”).
Luego, TeS (R” )
4.1.5 Teorema

a) La Transformada de Fourier F:S'(R”)—>S'(R”)es una aplicacion lineal, biyectiva y

continua con inversa continua.

AN

b) TeS(R) y P unpolinomio, entonces (P(D)T)" =PT vy (PT)A=P(—D)'?'
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Vargas, F. (1994)

Demostracion:

a) Por la proposicion (4.1.4) Te S(R) cuando TeS(R).
Luego, F es lineal.

i) F es continua, sea T,—————0 en S(IR), entonces
nN—o0

(n—>0)

Para todo fES(Rn), Tn (f)wo

AN
Como f eS(Rn) se tiene que T, (?]—m

(n—>oo)

A

A N
Pero, Tn[f]:Tn(f),luego, To(f)—=>0 W eS(R")

(n—>oo)

A
Esto significa que Tn————0 en S(R).
(n—o

)

ii) F biyectiva, por el teorema (2.12.6)

F:S(R" )—)S(R”) es un isomorfismo y que

> > >
-h> > > >

=f , feS(R”) entonces ,paraTeS(R“) y feS(R”)

—> > >

[
—>

[]ﬁj ~T(f) (4.1.5.2)
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S>>
Il
—
S>>
N—r

(pues, <-/|\'(/|;>: T,

A

A AN

A A

A A ;
Luego, T=T=F|T|, porlotanto F es suryectiva.

AN
Ahora, supéngase que T=F(T)=0

> > >

De (4.1.5.1) para feS(R”), T(f):'? =0, Luego T =0 y por lo tanto, F es inyectiva.

La inversa de F es continua:

Por ii) existe la inversa de F.
A _ AN
A ~ A

Basta verificarque T=T yque |T| = [Tj

A A

A INEA A ~ ~ 2 ~
Sea gES entonces T(g)ZT[g]:T g :T(QJ:T{QJ’ Iuego T=T

Por lo tanto, se conoce como la férmula de inversion para distribuciones temperadas.

[%](9)-[?}@_T{[QJA}_T[(QN_~[g]_[;j“(g)

-~ A
A - — ~
Luego, (T] = (g) de esta manera F 1_ Fo

Por lo tanto, F~* es continua.
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b) Por el teorema (2.12.4) partes ¢) y d), las definiciones y propiedades de operaciones con

distribuciones temperadas se tiene:

Sea f eS(R"),

(P(D)T)A(f)def'(i'l'l)(p(D)T)[?jteoremai2'9'4)a)[ > caDaT}(?]

‘oc‘ﬁm

Lagmca(DaT)J(?]

AN

Luego, (P(D)T)" =PT
Similarmente se prueba que (pT)A (f):[p(_D)'?J(f) VF es(R”)

4.1.6 Teorema

Vv \

\
Si FT=TyFT=T, entonces la aplicacion F[f] :S“(R” )——)S(R“) es un isomorfismo en
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\%
el espacio de las distribuciones temperadas S“(IR%”) en si mismo, cuya inversaes F.

(donde "="denota equivalencia)

Demostracion:

\Y \Y
Se debe mosrar que, FFT=T y FFT=T

En efecto:

<Iv:FT,(p>=<FT,Iv:(p>E<FT,(Vp>:<T,F(\|/)>E T,(VT, _(T).voes(=").

4
Por tanto, FFT =T
. . Vv
Similarmente, para FFT=T
Como se sabe que F es continua desde que T,,——>0en S(R” ) entonces para ¢ € S(R”)
se tiene:

A

<FTm,(p>=<Tm,F<p>z<Tm,<p>_>o en C , esto es:

'?'m — 0 en S(]R”)

analogamente,

\Y \% n
FTn=Tm——0 o s(")

4.1.7 Teorema
si TSR entonces F(DPx“T) = (DPx*T) " = (2n) Il PPpeeT
Demostracion:

Supongamos T=X*T , entonces Vo e S(R”) se tiene:
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def.(4.1.1)

<F(DBT),(p> = <DBT,F(p>

def (2.4.2)
= ()P, DFg) , Fo= 0

—(- 1B<T 2m)“3‘xl3 >
= (0Pl (-2 (xPFT, ).

Por lo tanto:

F(DPT)= (~1)Pl (2 )P xPFT = (2ni | ¥ xPET

Por otro lado, también se tiene:

<FT,(p>:<F(X°‘T),(p> ,pues T=xT
def (4.1.1)
- <x°‘T, F(p>
X

luego:

F(DPx*T)= F(DBT)

— (2ni )P xPFT

= (27ti)“3‘ xB (Zn)_‘o“ (i)\a\ DYET

_ (2P el Pl e
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4.1.8 Teorema

SiT eS(IRi“) y multi-indice a,peZ"

(ix)* T= (D7) y DPT- F((-x)P 7]
En general:

(ix)* DPT = F(Da((—ix)BT))
Demostracion:

Sea g€ S(R” ) entonces,

A A def.(4.1.2)

(%) T(0)=T((x)"9) = T((ix)O‘(p)A:T[(_D)%J

Para el caso general se tiene:
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. {Da((_iX)BT)}(@)def'(;”'l’ o° (-ix)f T)[(Ap]:(—ix)ﬁ T((—D)a ?pJ

ctore]
T[(—ix)B((ix)a @)Aj

:T(F{Dﬁ(ix)“ (p})

:T[(Dﬁ(ix)acp)Aj

~(ix)" D" (o)

4.1.9 Teorema de la Transformada de Fourier y las Derivadas
si fect (]R” )ﬂ Ll(R” ) tales que

i) %e Ll(R”)

A
VAN
i) f (x)——0 cuando |x| — o entonces 87@) =1gjf (8)
]
Demostracion:

Integrando por partes se tiene:

A
of -n

- of
o (B)=(27)2 fen

(X)e—ix.é’; dx
Xj

—-Nn

=(2n) 2 i&jfn f (x5 dx
=ig;f (&)
4.2 Aplicaciones de la Transformada de Fourier de Distribuciones Temperadas

A continuacion, se desarrolla algunas aplicaciones de la Transformada de Fourier de

distribuciones temperadas.
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1) Si ga((P),para aeR" para todo (peS(R”)

. def.(4.1.1) A A
5a(0) = %(cp}cp(a)

def-(:2-9-l)—1 n .[R” e_iaX(P(X)dX
(2m)2
e—iax
= [pn ——(x)dx
(2n)2

2) Sea §, eS'(R”). Hallar §_
En efecto:

Sea e S(Rn)

[on lo(x)dx =

def.(4.1.1) A A def(290) 4 1
= 80( J: (0) n (o)

o) = —ann e(X)dx =
(2m)2 (2m)2

80(0)

n

(2m)2

Luego, 80 = S 1

n

(275)5

Es de observar que:

v def.(412) (v v
So(0) = ao(cpj=<p(o>=<p(o>=so<<p>,Vwe(R”)

Vv
Luego, &, =09,
3) Si los polinomios son distribuciones temperadas. Determinar su transformada de Fourier del

polinomio 1.

En efecto: 1 es distribucion temperada pues:

1(¢) = [nlgdx = [ongdx , Voe S(Rn )
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n

A def.(4.1.1) [ A\def.(2.9.1) A 21)> iz 0/
1(e) = 1{@} = .[Rn(P(&J)d&:%JR”e&.O(P(i)d&

(2n)2
- (21)2 0(0)

- (21)2 8(0) Yo (")

n

Luego, i =(2m)2 &,

4) Sea & una distribucion de soporte compacto, por lo tanto, es una distribucion temperada.

Hallar su transformada de Fourier.

En efecto:
A def.(411) (A} A def.(29) 4
3(p) = do|=0(0) = ——F[zno(x)x
(2m)2
def.(29.2) 1
= —annl(p(x)dx
(2n)2
1
=——1(9)
(2n)2
Luego, 8: 1 1
(2m)2

5) Verificar la transformada de Fourier de la expresion F[SXO J(X) =& "% en el sentido de

distribuciones temperadas.
En efecto:

def.(4.1.1) | |
F[5XO J((P) = 6Xo (F[(p]) = F[(p](xo): -[R” (p(X)e_lx'XO dx =T¢ (), con f(x) = e XoX
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Tomando X, =0 se tiene: F[5,]=1

luego, 5, = F[1] = (zl)“ F4]-

En consecuencia F[1]=(2x)" 8,

6) Transformada de Fourier de una derivada:

Sea cpeS(R”),T eS'(]R”) y OL un multi-indice, se cumple:
Fl D] =i"y*Flo] , Fo°T |=ik*F[T]

donde D" y 0* denotan cualquier derivada de Ol en el sentido clasico y distribucional.

En efecto:

F[Da(p}(y)def.(j-g-l) _[Rn Da(p(X)e_iX'de _ IR” (p(X)DOL (e—ix.y)dx

def.(2.:9.1)i‘a‘ya jR” (p(X)e_'X'de

Flo]
=y Flo](y)

En el caso distribucional se tiene:

def.(411)

FlouT]ie) = o T(Flo] )=-i"T(D"F[o]
S auGICE)
= IF{T](x"o)
=i"F{T](0)

7) Transformada de Fourier de una traslacion:
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Para cualesquiera ¢ € S(R”) yTeS (R” ) ,se cumple:
Flra0]=YF[o] , F[taT]=*YF[T]

donde T; denota el operador de traslacion por el vector a R"

En efecto:

def.(2.9.0),27.2) » usay, i .
Fl7a9](Y) = feno(y-ak 'ydx=jRn o(ule Ydu=e 'ijn o(ule™"Ydu

=" YF[g](y)

En el caso distribucional se tiene:

def.(4.1.1) def.(2.7.6)
FlaTl(0) = wT(Fle]) = T(waF[e])

=T(H[e™e])
_ F[T](e—ia.x <|>)

= XF[T] (o)

8) Transformada de Fourier de un grupo de escala:

Para cualesquiera ¢ € S(R” ) ,TeS (R”) y A e R—{0}, se cumple

1y O1--L (Y
FLetl=y ) Frow] p i
En efecto:

Si A #0,se tiene

ef (2.9. _ —iuy
o)) = foolix)e Mo nolule » aurtl[ 2]
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En el caso distribucional se tiene:
F[mx)]<<p>“Ef"i'l'l’me)(F[cp])=T[ﬁF[@1(§H=T<F[¢<w>J)

=F[T](e(ry))

- 2712 (o)

A"

9) Transformada de Fourier de un producto de convoluciones:

Para cualesquiera @,y € S(R” ) yTeS (R“ ) se cumple

1

Flo*w]=F[e]F[v] . F[(P*\v]=@F[<P]F[w]
donde la convolucion  (Txg)(x)=T(txR,)
En efecto:
def.(2.9.) . def.(2.7.1) .
Floxw](y) = [an(exw)(x)e™™Yax = fen(fgno(x-&)w(g)de ™ Vdx

= Jar w(£)e ™Y fano(x-2)e 0 axay

Por otra parte, de la interpretacion distribucional de la convolucién se obtiene:

Flomwl)” = (o)) =T{R#Flvl)= L TIFTFL])= TPl
G LTI
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Tomando, F> [0]= (27t)n Ren virtud del calculo siguiente:

F2[0](2) = [an F(o)(y)e™*dy
def. (2 9.1) J_Rn (J.Rn o(x iy'ZdX)e_iy'Zdy

def. (2 9.1) iy (x+2)
( Jene dy)<p

IIR”F[l](X-"Z) (x)dx
:(275) Jzn 80 (X +2)o(x)dx

=(2n)" (R, )(2)
10) Indica si la funcién es verdadero o falso

Si fe Ll(]R) es una funcién impar, entonces la transformada SENO de Fourier de f definida

como.

[g f(x)sen(xy)dx coincide con — [ [[\%)

Solucion:

Es verdadero, pues:
SFIFly) = % ] f(x)e™Vax

=% I £(x) cos(xy) dx+% I (x)sen(xy) dx
= [ f(x)sen(xy) dx

Por la imparidad de f.
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4.3 Discusion de Resultados

Segun Valeria, M. (2009) en su trabajo de tesis ha realizado una investigacion sobre

teoria de distribuciones considerando como funcionales lineales y continuas sobre S(R”)
donde sus elementos se llaman distribuciones temperadas y define su transformada de Fourier.

‘Dada una distribucién TeS (IR%” ) se define transformada de Fourier ‘/Il como:

<?,u>:<T,G>,Vu65(R”)
T:5(R")—Cor

i

Por otro lado, Segun Tellechea, E. (1981) presenta en su trabajo un panorama brebe sobre teoria

donde,

de distribuciones y aplicaciones en ecuaciones diferenciales. También enfatiza las aplicaciones
de distribuciones tales como distribuciones temperadas.

Segun Tineo,C. (2005) presenta en su trabajo la caractrizacion de las distribuciones de soporte
compacto como funcionales lineales continuas en el espacio de funciones continuas
infinitamente diferenciables de soprte compacto.

En cambio, en este trabajo de investigacion para hacer una extension de la transformada de

Fourier a distribuciones temperadas, previamente considerando conceptos y propiedades
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fundamentales de la Transformada de Fourier se introduce en el espacio de Schwartz S(R”)

y luego su extension a distribuciones temperadas; esto es:

VAN
Te S“(R” ) se define su transformada de Fourier T como:

'?' :S(]Rn )—)(C
N A\
(pH<T,(p> :<T,(p>,Vq)eS(Rn)
Es un funcional lineal en sentido de distribuciones temperadas.
a) Lloccallasi, E. (2011) en este trabajo de tesis presenta una introduccion a la teoria elemental
de distribuciones, asi como su estructuracion, de conceptos y propiedades fundamentales.
Ahora en este trabajo, se amplia la transformada de Fourier en las funciones rapidamente

decrecientes 0 espacio de Schwartz y luego su extension al espacio de distribuciones

temperadas.
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Conclusiones

La transformada de Fourier se introduce al espacio de funciones rapidamente
decrecientes y luego se extiende a funciones generalizadas de distribuciones
temperadas.

Las propiedades de la transformada de Fourier se introduce al espacio de funciones
rapidamente decrecientes.

Las propiedades de la transformada de Fourier y las distribuciones temperadas son
conceptos tedricos que se aplican a muchos problemas en ecuaciones diferenciales que

no se pueden resolver por otros métodos.

Las propiedades del espacio de Schwartz S(R”)se preserva en el espacio de las

distribuciones temperadas, por consiguiente se extiende la transformada de Fourier del

espacio de Schwartz a distribuciones temperadas S’(R” )
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Recomendaciones
Las recomendaciones despues del desarrollo de este trabajo de tesis son:
1. La transformada de Fourier esta relacionado con funciones rapidamente decrecientes y es
netamente un tema de especialidad, por lo tanto, sugiero como un curso de distribuciones que
debe ser impartida en la maestria de matematica, dado que la teoria de distribucion es
importante en la fisica tedrica, pues esta clase de funciones es mucho mas amplio que la clase
de funciones diferenciables en sentido ordinario.
2. La transformada de Fourier es muy importante en las aplicaciones a muchos campos de la
matematica y fisica en particular a distribuciones temperadas; por lo tanto, se recomienda hacer
mayor énfasis en los estudiantes de la maestria en matematica.
3. Incentivar a futuros investigadores que la transformada de Fourier no solo se puede extender
a distribuciones temperadas siné también a muchos campos de la tecnologia moderna.
4. En la maestria de matematica se recomienda realizar talleres o laboratorio sobre

modelamiento de la transformada de Fourier.
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Matriz de Consistencia

Apéndice

Tema: La Transformada de Fourier y las Distribuciones Temperadas

de Fourier de funciones
rapidamente decrecientes a
funciones generalizadas de
distribuciones temperadas?
Problemas especificos.

1. ;Sera posible introducir la
transformada de Fourier al
espacio de funciones rapidamente
decrecientes?

2. ;Serda posible introducir la
transformada de Fourier a
distribuciones temperadas?
3.¢Seré posible realizar la
extension o generalizacion de la
transformada de la Fourier de
funciones rapidamente
decrecientes a distribuciones

temperadas?

generalizacion de la
transformada de Fourier
de funciones rapidamente
decrecientes a funciones
generalizadas de
distribuciones temperadas.
Objetivos especificos

1. Determinar las
propiedades de la
transformada de Fourier de
funciones  rapidamente
decrecientes.

2.Determinar las
propiedades de la
transformada de Fourier de
distribuciones temperadas.
3. Determinar la extension
o generalizacion de la
transformada de Fourier de
funciones rapidamente
decrecientes a

distribuciones temperadas.

Problema general Obijetivos Variables Metodologia
¢ Sera posible extender las Objetivo general No Es una investigacion de caracter descriptivo, para su
propiedades de la transformada Obtener la extension o Corresponde desarrollo se ha recopilado informacion de las|

diferentes fuentes bibliogréficas disponibles.
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