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Resumen

El objetivo del presente trabajo de investigacion es construir los espacios de medida sobre la
J—Algebra de los borelianos en un conjunto X. Este estudio inicia con la recta real extendida
restringida a los reales no negativos, abordando las estructuras de O—Algebra, con la finalidad de
definir la medida de Borel y su analogo de Lebesque que sirve para definir la integral. También
se obtienen otras estructuras a partir de espacios de Borel elementales, tales como la o-4lgebra
producto de borelianos, por medio de las aplicaciones proyecion de conjuntos medibles. Luego,
determinar la cardinalidad de los borelianos sobre R, que en efecto tiene la cardinalidad del
continuo. Finalmente, se caracteriza la medida de Radon, con base en espacios localmente
compactos.

Palabras Clave. U—Algebra de borel, Conjunto de Borel, Medidas de Borel, Medida de

Lebesgue, Medida de Radon, Cardinalidad.



Abstract

The aim of this research work is to build the measure spaces on the o-Algebra of the Borelians in
a set X. This study begins with the extended real line restricted to non-negative reals, involving
structures of o-Algebra, in order to define the Borel measure and its Lebesque analogue that
serves to define the integral. It is also obtained other structures from elementary Borel spaces
such as the o-algebra product of Borelians through the projection applications of measurable
sets. Then, to determine the cardinality of the Borelians over R, which in effect has the
cardinality of the continuous. Finally, the Radon measure is characterized, based on spaces
locally compact.

Keywords. o-Algebra of Borel, Set of Borel, Measures of Borel, Measure of Lebesgue, Radon

measure, Cardinality.
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Capitulo 1

Planteamiento del Problema

1.1 Planteamiento del Problema

1.1.1 Situacion Problematica

La ciencia viene avanzando vertiginosamente en la parte de las ciencias basicas y dentro de ella,
la Teoria de la Medida sirve como instrumento para las demds disciplinas como el analisis real y
funcional, ecuaciones diferenciales, la teoria probabilistica y por ende los procesos estocasticos.
En estos dltimos tiempos han presentado real importancia por las aplicaciones que se encuentran
en las diferentes disciplinas del conocimiento cientifico.

El concepto de medida se utiliza desde tiempos antiguos con Euclides de Megara (325-265
a.C) y Galileo Galilei (1564-1642), comparando longitudes, areas y volimenes como necesidad
en la disciplina de célculo, Georg Cantor (1845-1918) define la medida de un conjunto (acotado)
arbitrario A C R™ conjuntamente con otros matematicos como Otto Stolz y Carl Gustav Axel
Harnack definieron cuestiones equivalentes en R.

El primero en considerar a los conjuntos medibles y dar la definicién de medida fue Giuseppe
Peano (1858-1932) en 1887, utilizando la medida de otros autores en sus trabajos (que en el

caso del plano definia mediante aproximaciones externas con poligonos) y definieron un conjunto



medible como aquella medida interna que coincide con la medida externa. La medida general
que se utiliza desde siglos pasados es la medida de Lebesgue. Ademds explicé la relacién

existente entre medida e integracion,demostrando que una funcion acotada
f+la, b} = [0, +-oc,

era Riemann integrable si y sélo si el conjunto E C R? limitado por la grafica de f y las rectas

x=a, x =>bey =0 era medible, en cuyo caso

/abf(x)da: — m(E).

En 1892 Camille Jordan (1838-1922) definié6 de manera mas sencilla; utilizando una malla de
cuadrados en lugar de poligonos; como consecuencia de esta definicidn se tiene que los racionales
no son medibles. Emile Borel (1871-1956) en su tesis doctoral, di6 un aporte importante en la
aditividad enumerable para las medidas. Ademas, dié una definicién razonable para conjuntos
de medida nula, mientras que para otros autores, el conjunto de los racionales de [0, 1] media
1, para otros media 0 y para otros media +00. Se sabe por un resultado debido a Cantor que,
todo conjunto abierto A C R es unién de la forma A = |J I,, de a lo mas un ndmero contable
neN

de intervalos abiertos disjuntos I,,.

Emile Borel define la medida como serie infinita y describe una clase de conjuntos (llamados
borelianos), que pueden obtenerse a partir de conjuntos abiertos, mediante iteraciones en las

que se toman uniones o diferencias enumerables de conjuntos de esa clase e indica que los

conjuntos donde se define la medida son numerablemente aditivos.



1.1.2 Formulacion del Problema

1.1.2.1 Problema General

i Como construir los espacios de medida sobre la o-Algebra de los borelianos?

1.1.2.2 Problemas Especificos

1. ;Cémo establecer la J—Algebra producto de borelianos?
2. iCual es el cardinal de la U—Algebra de los borelianos en R?

3. iQué otras medidas se desprenden a partir de la definicién de Medida de Borel?

1.1.3 Justificacién de la Investigacidon

1.1.3.1 Importancia Teérica

Con el presente trabajo se pretende contribuir con el aporte tedrico—cientifico en los siguientes

aspectos

1. Ampliar el conocimiento cientifico de los espacios de medida borelianos en la o-Algebra

de los borelianos.

2. Contribuye al desarrollo cientifico de la Medida e Integracién, disciplina que es tedrica en

el sentido riguroso y formal.
1.1.3.2 Importancia Académica
1. Contribuye en la didactica de la matematica, en el sentido de acrecentar el aprendizaje de

las medidas borelianas usando los conceptos que aqui se describen y que ademds pueden

ser usardas como herramienta en el aprendizaje significativo.



2. Otra razén es la ampliacién de temas para las futuras investigaciones en las que se
mencionan los borelianos, diversificando asi los métodos matemdticos en la medida e

integracion.
3. La integracién de métodos probabilisticos se amplia en el contexto de teoria de la medida

con otras ramas de la matemdtica como el analisis,la optimizacién y la estadistica.

1.1.4 Formulaciéon de Objetivos
1.1.4.1 Objetivo General

Construir los Espacios de Medida sobre la U—Algebra de los borelianos.

1.1.4.2 Objetivos Especificos

1. Establecer la U—Algebra producto de los borelianos.
2. Determinar el cardinal de la J—Algebra de los borelianos en R.

3. ldentificar otras medidas a partir de las medidas de Borel.

1.2 Metodologia

1.2.1 Tipo y Nivel de Investigacién

Investigacion basica segiin [Hernandez-Sampieri et al., 2018], debido a que estd destinada a
aportar conocimientos cientificos basados en la teoria de la medida y la teoria de conjuntos
a un nivel descriptivo [Figueroa Serrudo et al., 2018], se caracterizan porque los resultados
sirven para profundizar los conocimientos del tema en cuestién. Asi también se desarrollan

profundamente los conocimientos que existen de los borelianos en teoria de la medida.



De acuerdo a la naturaleza el diseno de la investigacién, es no experimental.
Seglin el enfoque es cualitativo, tiene como propdsito la descripcién de las cualidades del

trabajo de investigacion.

1.2.2 Unidad de Analisis

En la investigacidon se estudiard a los espacios de medida borelianos.

1.2.3 Técnica de Recoleccion de Informacion

En la recoleccién de informacién se utilizd libros, articulos y tesis vinculados al tema para

esclarecer la profundidad en el trabajo.

1.3 Antecedentes Teodricos del Problema

1.3.1 Antecedentes Nacionales

[Machaca Huancollo, 2018] realizé el tema de investigacién “Relaciones entre la integral de
Riemann y la integral de Lebesgue”, donde establece condiciones para determinar cuando la
integral de Riemann y Lebesgue de la funcién existen en un dominio, mediante una funcién
acotada y medible en un intervalo cerrado con medida nula en puntos de discontinuidad, que
hace una descripcién de la medida e integracién de funciones.

[Asmat Medina, 2021] en su trabajo “Un espacio topolégico no productivamente Baire
asumiendo la hipdtesis del continuo”, desarrollado en la ciudad de Lima pretende demostrar la
existencia de espacios topolégicos de Baire no productivamente Baire. Acerca de la metodologia
se observa que el trabajo responde a un método de investigacién que es inductivo-deductivo

para poder establecer la cardinalidad del continuo.
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1.3.2 Antecedentes internacionales

[Velosa et al., 2015] realizé en el trabajo de investigacién intitulado “Introduccién a la medida
e integral de Haar”, desarrollado en la ciudad Bogota. El objetivo principal fue estudiar algunos
aspectos del Anadlisis Armdnico y Espectral en lo que respecta a la medida e integral de Haar.
Sobre las conclusiones a las que se arribaron fueron: La medida de Haar es una herramienta
poderosa ya que lleva la teoria de la medida e integracién de Lebesgue a un campo mas general
como los son los grupos discretos compactos Z,, = Z/mZ, grupos discretos no compactos Z
o grupos ni compactos ni discretos T.

El teorema de Fubini permite concluir que siempre se puede establecer la medida en el
producto cruz de espacios medibles o-Finitos, esta es la medida producto de las medidas de
cada espacio por lo que se puede definir una integral con respecto a dicha medida. Es util para
encontrar la medida de Haar en espacios mas complejos

Con estas hipdtesis se puede enunciar el Teorema de Representacién de Riesz, ampliando
las herramientas de trabajo permitiendo el estudio de medidas al de funcionales lineales sobre
el espacio de funciones reales, es decir permite hacer uso de resultados algebraicos y de andlisis

funcional.

11



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1 Preliminares

Las definiciones y resultados presentados en esta parte se encuentran en [Machado, 2011]. La
recta real extendida R se define como el conjunto RU {00} en cual se considera la extensién
de la relacién de orden total usual de R que tiene a 400 y —oo como maximo y minimo
respectivamente.

La Topologia usual de R es aquella cuyas vecindades de a € R son todos los conjuntos que
contienen algdn intervalo Ja — ,a + €[, con € > 0 y las vecindades de —oo son los conjuntos
que contienen algtin intervalo [—oo, M|, con M € Ry las vecindades de +oc son los conjuntos
que contienen algin intervalo | M, +oc], con M € R. Esta topologia induce en R la topologia
usual de R ¢ R, como subespacio de la misma.

Denétese con R, al rayo [0, +-00[C R.} Simildrmente se denota por R, el correspondiente
intervalo cerrado en +o0,

R, = [0, +00] = Ry U {+00}.

Asi como se extienden las leyes de composicién adiciéon y multiplicacidn, operaciones bien

1Es frecuente usar esta notacién para el intervalo ]0, +oc[ en vez del intervalo cerrado.

12



definidas en R, a R, se tiene

x4 (+00) = +00 = +00 + , Yz € [0, +00],
+00 + (400) = 400,
z - (+00) = +00 = 400 - z,Vz € [0, 400],
+00 - (+00) = 400,
0-(+00) =0=(+00) -0,

Dicha extensién se debe a la indeterminacién de la suma (+00) + (—00) sin renunciar a las
propiedades (asociatividad, distributividad y conmutatividad), hace que no se puedan extender
estas operaciones a todo R. El problema, no es el hecho de tener uno de los casos usuales de
indeterminacién, pues lo mismo ocurre con 0 - (+00) y como se observa el hecho que se tenga
una definicién para ese producto no compremete las propiedades deseadas y demuestra ser la

opcidn respecto a las aplicaciones de teoria de la medida.

Proposicién 2.1 (Propiedades de las Operaciones en R ). Se define las operaciones de adicién
y multiplicacién en R, y existen 0 y 1 como elementos neutros, respectivamente, ademas son
conmutativas, asociativas y verifican las propiedades distributivas usuales. Dados z, v,z € R,

satisfacen las siguientes propiedades

O+x=x=2x+0, l-z=x=x2-1,
rt+y=y+u, rT-Yy=y-x,
(+y)+z=a+W+2), @y z2=(xy)-z

r(y+z)=zxz-y+a-z, (y+2)xr=y-x+z-z.

13



Satisfacen tambien las propiedades de Monotonfa: Para z,2’,y,y' € R,

(z>2'ANy>y)=(z+y>a'+y ne-y>a" ),

En particular, 2 +y >z y 2 +y > y, para todo z,y € R

Prueba. Las propiedades de existencia de los elementos neutros y conmutatividad se de-
ducen inmediatamente de las definiciones (para la adicién y multiplicacién); de las propiedades
analogas para los niimeros reales ya conocidos. También por esta razén, sélo se tienen que
justificar las asociatividades (r+y)+2=xz+ (y+2)y (z-y)-z = (x-y) - 2, la distributividad
r-(y+z) =x-y+x-2zen caso en que alguno de los tres elementos sea +oo (tanto el
valor de la suma y el producto es +00). Para la asociatividad de la adicién resulta que, si
alguno de los tres elementos fuese 0 y alguno fuese +00, ambos miembros de la igualdad seria
+00. Respecto a la distributividad, basta justificar la primera igualdad enunciada, teniendo en
cuenta la conmutatividad de la multiplicacién x -y = y - x. Se asume que: Si z = 0, ambos
miembros de la igualdad son iguales a 0. Si y = 0, ambos miembros de la igualdad son z - z
y si z = 0, ambos miembros de la igualdad son x - y, si ninguno de los tres elementos es 0
y alguno es +00, ambos miembros de la igualdad son +o0o. Las propiedades de monotonia
(x>ad'Ny>y)= (x+y>2"+y ANx-y > 2'-y'), son conocidas en el caso de los elementos
de @Jr. En el caso general, relativo a la adicidn, si uno de los cuatro elementos involucrados
es 400, entonces r = 400 0 y = +00 y por tanto x + y = +o0o. En el caso general respecto
a la multiplicacién, si uno de los cuatro elementos es 0, entonces ' = 0 o ¢y = 0, por tanto
x’' -y’ = 0y seguidamente, asumiendo que ninguno de los cuatro elementos sea 0, se tiene que,
si uno de los cuatro elementos es 0, entonces, x* = +00 0 y = +00 y por tanto, x - y = +00.

14



Definicién 2.2 (Conjunto Finito). Sean n € N fijo e I,, = {1,...,n}. Un conjunto X es
finito si y sélo si es vacio o existe una aplicacién x: I,, — X biyectiva. En el primer caso se dice
que X tiene cero elementos y en el segundo n es el cardinal de X. También se dice que X
es equipotente al conjunto I,, y se denota por X = [,,. Un conjunto que no es finito se llama

Conjunto Infinito.

Definicién 2.3 (Conjunto Enumerable). Un conjunto X es enumerable o numerable, si es finito
o cuando existe una biyeccion x: N — X, llamada enumeracion de X. En el caso que X no es

finito y si es enumerable, se dice que X es infinito numerable y se denota X = {x,z,...}.

Definicién 2.4 (Conjunto Contable). Un conjunto es contable si es finito o enumerable. Una
familia es contable si su conjunto de indices es contable. También, una familia es finita si su

conjunto de indices es finito.

Definicién 2.5 (Sumas Finitas). Dada una operacién en un conjunto, que sea conmutativa,
asociativa y con elemento neutro, tiene sentido en referirse a la suma de una familia finita (z;);cs
de elementos de R, que se denota por ), x;. Tales sumas se pueden definir recursivamente

sobre el niimero de elementos del conjunto de indices I con el fin de obtener,

inzoyparacadaioel, Z%Z%—F Z ;.

i€ iel iel\{io}

Proposicion 2.6 (Propiedades de las Sumas Finitas). Sea (z;);c; una familia finita de elemen-

tos en R, se tiene

a) (Caso I sea finito) Si I tiene un sélo elemento iy, se tiene > ., x; = x;, y si I tiene dos
elementos, ig e iy, Y .., % = x;,+;,. Encasoquex; =0,Vi € I, implica ), z; =0

y en general, si z; = x, para todo i € [ e [ tiene k elementos, entonces > ._, x; = k.

el

15



b) (Cambio de indices) Dado I’ otro conjunto de indices y la aplicacién biyectiva p: I’ — 1,

se tiene

Z Ty = Z Lo(5)-

i€l jeI
c) (Asociatividad de Sumatorias) En caso que I = I; U I, con [; e I, disjuntos , entonces

in:Z:ﬁi—i—in.

el i€l 1€l

En particular, se tiene la primera Propiedad de Monotonia. Si I' C I, entonces
Sy
il iel
d) (Asociatividad General de Sumatorias) Sea I unién finita de una familia de subconjuntos
I,,a € A, disjuntos dos a dos, entonces

=Y ()

el acA i€l,

e) (Linealidad) Para cada y € R, se tiene
p (Xw) =Y ww (Xw)u=Y @y
icl i€l i€l i€l
Ademss, si (y;)ics es otra familia de elementos con y € E+, entonces
s = (X) + (T)
icl icl i€l

f) (Segunda Propiedad de Monotonia) Si para cada i € I e y; < x;, entonces

Zyi < Z%

i€l i€l

16



Definicién 2.7 (Sumas Arbitrarias). Sea J un conjunto arbitrario de indices y (z;) ;e la familia
de elementos de R,.. Se define la suma arbitraria como

ij = sup{z z; | VI parte finita de J}.

jed jel

El particular, para cada j, z; =0, implica > ._,x; = 0y si existe j € .J, tal que z; = +00,

=
implica ZjeJ xj = 4+00. También que si para cada j, x; =  # 0 y el conjunto J es infinito,
entonces > ;T = ) ;T = +00.

En el caso que J sea finito, la suma coincide con la suma finita ya definida, tomando en

consideracién la propiedad de monotonia referida en c) que implica que el supremo es en este

caso, un maximo, igual a la suma en el caso finito.

Proposicion 2.8 (Cambio de indices para sumas arbitrarias). Sea (X;);c; la familia finita o
infinita de elementos de R, y J’ otro conjunto de indices y ¢: J' — J la aplicacién biyectiva

entonces se tiene

D T= D Tl

Jj€J ieJ’

Prueba. Teniendo en cuenta la propiedad b) cambio de indices para el caso I sea finito,

sz wa :>supz::vZ = sup wa

por: Py IcJ rcr i
el conjunto de sumas parciales finitas cuyo supremo define el primer miembro coincide con el

conjunto de sumas parciales finitas cuyo supremo define el segundo miembro.

Proposicién 2.9 (Comparacién con las series). Sea (z,,)nen la familia de elementos de R, y

consideremos para cada n € N, la suma finita .5, = ZZ:1 x,. Se tiene entonces que la suma

17



infinita 3 @, en el sentido de la Definicién 2.7 (Sumas Arbitrarias), es el limite en R, de

la sucesién de elementos S,,.

Prueba. Por definicién, S, es la suma finita parcial de Y _ x,, que corresponde al conjunto

peN

finito {1,...,n} C N, ademds S, < >z, Ahorasea M >0, con M <} .z, existe

peN
un conjunto finito finito I C N, tal que ZPE[ x, > M y siendo entonces ny = maxI, se
tiene para cada n > ng, {1,...,n} D I, donde S, > > _,x, > M. En el caso en que
Zpel T, = 400, muestra que la sucesién de los S, tiene limite 400 y en el caso en que
Zpel x, sea finito, se puede concluir que, para cada § > 0 arbitrario, existe ng € N, tal que
para cada n > ng, S, > Zpel x, — d, teniénodose también S,, < Zpej x, < Zpg z,+9, lo
que muestra que la sucesién de los S, tiene limite >

pel Lp.

Proposicion 2.10 (Primera propiedad de monotonia). Sea una familia finita o infinita de
elementos en R, y para cada J' C J. Se tiene luego
PILEDBER
jeJ: jeJ
Prueba. de 1 Si (z;);c; es una familia finita de elementos de R, y J’ C J, por la primera
propiedad de monotonia (caso finito)
PREEDBER
jeJ’ jeJ
Prueba 2 Si (z);c; es una familia arbitraria de elementos R, y J' C J, se tiene que si .J' es
finito, > .y w; <D i @), pues Y.y x; = sup{d_.; x;: [ parte finita de J} y como
J' es parte finita de J, cuando J' esinfinito, >, x; = sup{}_,.; x;: I parte finita de J'}

y como J C J’, entonces todas las I partes finitas de .J también son partes finitas de
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J, luego sup{}_;c; z;: I parte finita de J'} < sup{>_; . z;: I parte finita de J} con

, Ve
I Cl,asi, Zjej,xj < Zjejxj.

Proposiciéon 2.11 (Segunda propiedad de monotonia). Sea (z;);e; una familia finita o infinita
de elementos en R, y sea para cada j € J, y; < x; Se tiene entonces
PRI
j€J jeJ
Prueba. En el primer miembro, por la definicién de suma como un supremo, basta mostrar que
para cada I C J finito, > ., y; < >_.; ;. Eso resulta de lo que refiere f) de la Proposicién
2.6 (Segunda propiedad de monotonia), visto que se puede escribir
PBUED DD I
jEI jel jed
Proposicion 2.12 (Propiedad asociativa). Sea (z;) e una familia finita o infinita de elementos
en R, y suponga que el conjunto de indices J es unién finita o infinita de subconjuntos J3,
con 3 € B disjuntos dos a dos. Se tiene entonces
=3 (X )
j€J BeEB jes
Prueba. Se muestra primero que }_ ;x5 < > 5520 5e s, %5)-
En efecto teniendo en cuenta la definicién en primer miembro como un supremo, bastara mostrar
que, para cada I C J finito, se tiene >°. ;x; < > 5.5(2 ;c;, #;). Fije entonces entonces
I C J finito. Sea A C B finito constituida por los § tal que I NIz # 0 (A lo més un
para cada elemento de I). El conjunto finito / es la unién finita de conjuntos I N Jz, con

f € A, que son disjuntos dos a dos, por lo que teniendo en cuenta d) y f) de la Proposicién
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2.6 (Asociatividad general de sumatorias y segunda propiedad de monotonia), se puede escribir
Y=Y (X w) < X(Ta) =T =)
jeI BeA jeInJs BEA jeds BeB jeInJs

como se queria demostrar.

Ahora se muestra la desigualdad opuesta >, ;x; > > 5 (D ., @), para lo cual se puede

]EJB

suponer el primer miembro finito; en particular, cada z; finito y cada ZjeJB x; finito. Para eso
y teniendo en cuenta la definicién del segundo miembro como un supremo, bastara probar que,

fijado A C B finito, se tiene

ij > Z(Z $j).

jed BEA jes

Suponga por reduccién al absurdo, que eso no suceda, por tanto para un cierto A finito con k

elementos (k =CardA), 37 ;2; <3 5c4(2 ey, %) Siendo 6 > 0 tal que

() +i< 2 (Xn)

BeA Jje€Jp

se puede considerar, para cada 5 € A, que Iz C Jjs finito tal que

ij > (ij> —d/k

j€Js Jj€JB

y siendo I conjunto finito unién de los I3, con 3 € A, se obtiene, teniendo en cuenta asocia-

tividad finita referida en d) de la Proposicién 2.6 (Asociatividad general de sumatorias)

Z(Z%) <Z(Z% +6/k:> (Z(Z%)>+5:

BeA jedg BeA  jelg BeEA jelg
~ () e (So) +a< X ()
Jel Jj€ BEA je€Js

lo que es absurdo. Luego, debe ser que >, x; > > 5y (ZjeJﬂ xj> y queda demostrada la
propiedad asociativa.
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Proposiciéon 2.13 (Propiedad de Fubini para Sumatorias). Sean J y K dos conjuntos finitos
o infinitos, de indices y () k)csxx una familia de elementos de R, se tiene entonces.

Z(Z IM) = Z Tjk = Z(Z %‘,k) (2.1)

jeJ keK (G.k)ETXK keEK jeJ

En particular, siendo J un conjunto finito o infinito, de indices y (z;);cs e (y;);jes dos familias
de elementos de R se tiene

> (@ +y) (Z %) (Z yj) (2.2)

jeJ jeJ jel
Prueba. La primera igualdad (2.1) resulta de la propiedad asociativa y de la propiedad cambio
de indices. En efecto, la primera igualdad resulta de considerar J x K como la unién disjunta
de los subconjuntos {j} x K, con j € J, y el segundo a considerar J x K como la unién
disjunta de subconjuntos J x {k} con k € K, en ambas situaciones la biyeccién es la identidad
en J x K en cuanto a la segunda afirmacién, es una consecuencia de la primera si se considere

K ={1,2} y defina z;; = 2, y zj2 = y;. Esto es,

Z(Z Zm) = 2 ak= ) (Z ZM) =

jed ke J keI K keK jet
Y (it z2) =Dzt > za= Y (g ty) = wi+ >y
JjeJ JjeJ JjEeJ JjeJ JjeJ JjeJ

Proposicion 2.14 (Distributividad). Sea (z;);e; una familia finita o infinita de elementos de

R, ey € R,. Se tiene entonces

Y- (Z%) = (), (Z%) Y= ().

jed jeJ jeJ jeJ
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Prueba. Se justifica sélo la primera igualdad ya que la segunda resulta de aquella, teniendo en
cuenta la conmutatividad de la multiplicacién. Para cada parte finita I C .J, se tiene entonces
)=y (Z%) <y- (Z%)

jel jel jeJ
por lo que, teniendo en cuenta la definicién de la suma indizada en J como un supremo, se

tiene

Y ez <y- (Z%)

jeJ jeJ

Queda por demostrar que también
Y- (Z%) <> (-
jeJ jeJ
desigualdad que es verdadera. Ahora, para que el primer miembro vy - (EjeJ a:j> sea 0, es
cuando y = 0 o en el caso en que todos los x; son 0 y el segundo miembro Zjej(y - T;) es
igual a 400, en caso que y = 400 sin que todos los z; son iguales a 0. Queda comprobar esta
desigualdad en el caso donde y es diferente de 0 y de +o00. Ahora, aplicando la desigualdad ya

demostrada con 1/y en lugar de y e y - x; en lugar de z; se obtiene

1 1
> =Z<—'y'%> <=3 (y-ay)
jeJ jes Y Y e
y multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por y se obtiene
y- (Z%) <> (-
jeJ jeJ

como se queria probar.
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Proposiciéon 2.15 (Producto de dos Sumatorias). Sean (z;)jecs ¥ (Yr)rex dos familias finitas
o infinitas de elementos de R, . Se tiene

<Zx]> ' (Z y’“) = > (5w

jeJ keK (G.k)ETXK

Prueba. Por la propiedad de la distributividad por derecha, distributibidad por izquierda y la
propiedad de Fubini para sumatorias respectivamente se tiene

(Z wj) : (Z yk> = Z(% : Zyk) = Z(Z(% : yk)) = Z (- ur)

jeJ keK jeJ k€K jeJ kek (Gk)ETXK

El resultado siguiente muestra que a pesar que el conjunto J de indices de una suma de
elementos de R, es arbitrario, cuando la suma fuese finita, el subconjunto de indices que

realmente importan es siempre contable.

Proposicién 2.16. Sea (z;);c; una familia de elementos de R, tal que > jesj < +o00, existe

entonces un conjunto contable J, C J tal que z; =0, para cada j € J \ J.

Prueba. Sin pérdida de generalidad tome el caso J = N. Para cada n € N, el conjunto J,,
de los j € J tales que x; > 1/n es finito, a pesar que

IEEDITEDIEETES

]EJ ]EJn ]eJn
Entonces se puede considerar el conjunto contable J; como unién de los J,, y para cada j €
J\ Jo, se tiene x; < 1/n, para todo n y por tanto, x; = 0 ya que los x; son reales extendidos

no negativos y estos convergen a cero.
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2.2 Medidas en J—Algebras

Definicién 2.17 (a-AIgebra). Sea X un conjunto y J conjunto contable de indices. Se dice

que una familia M de subconjuntos de X es una J—A//gebra o o-Campo, si se verifica:
1. 0eM,
2. Si A € M, entonces (X \ A) € M;

3. Siparacada j € J, Aj € M, entonces |J 4; € M. ?

jed
Proposicion 2.18 (Propiedades de U—Algebras). Si M es una o-Algebra de X, entonces se

verifican

1. Si J es un conjunto contable, no vacio de indices y si para cada j € J,A; € M; entonces

N A eM

jedJ

2. X eM
3. SiAe My B e M, entonces A\ B también pertenece a M.
Prueba.

1. La primera conclusidn resulta de que se puede escribir la interseccidén de conjuntos en funcién

de complemento y unién

M4 =x\[Jx\ 4.

jedJ jeJ

2. Esta conclusidn resulta de tener X = X \ () en funcién del complemento del vacio.

2En el caso J = ) la unién es considerada como el conjunto vacio, por lo que aceptar el concepto de familia
vacia puede justificar el enunciado de la propiedad 1.
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3. Resulta de usar la propiedad A\ B = AN (X \ B) en funcién de interseccién y complemento.

Escolio 2.19. Tanto la clase {#, X} € P(X) asi como la misma clase P(X) son o-Algebras,
que son minima y maxima, respectivamente, en el sentido que cualquier J—Algebra de subcon-

juntos de X contiene a {0, X'} y estd contenida en P(X), respectivamente.

Proposicién 2.20 (U—Algebra restriccion). Dado X un conjunto y M una o-Algebra de X.
Si'Y C X es un subconjunto que pertenece a M; entonces la clase M|y C M, es una o-
Algebra de Y a la que se le da el nombre de restriccion de la U—Algebra M aY y que considera

implicitamente en Y .
Prueba. M)y es una U—Algebra en efecto

1. 0 € My pues ) C Y.

2. Resulta de la propiedad 3. en la Proposicién 2.18, A € My = Y \ A € My, toda vez

que se supone que Y € M.

3. jeJ, Aj € My, estoes si A; CY entonces |J A; € My, pues |J
j€J

Aj CY ambas

jed
resultan de la Definicién 2.17.

Proposicién 2.21 (J—Algebra generada). Sea X un conjunto y C una familia de partes de

X, entonces existe una o-Algebra M conteniendo a C, que es minima, en el sentido de estar

contenida en cualquier a-AIgebra que contenga a C. A esta U—Algebra que es necesariamente

tnica, se llama o-Algebra generada o engendrada por C.

Prueba. Primero, sea C C M la familia de todos los subconjuntos de X que estdn en cualquier
U—Algebra que contenga a C; es decir, M es interseccion de las J—Algebras que contienen a
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C. Se constata que M es una U-Algebra que contiene a C y por construccién, la familia M
esta contenida en cualquier U—Algebra que contiene a C. La unicidad de una J—Algebra en estas
condiciones, resulta por reduccién al absurdo ya que si M y M’ fuesen dos J—Algebras distintas
con estas propiedades, tiene que ser que M C M’y M’ C M = M = M’ (Absurdo). Por

tanto debe ser que la J—Algebra M es lnica.

Notacién 1. En lo que sigue, si C es una familia de partes de X, la U—Algebra generada por la

familia C se denotara por M(C) en vez de M, para especificar dicha o-Algebra.

Lema 2.22. Si £ C M(F), entonces M(E) C M(F). En particular, si &€ C F, entonces

M(E) C M(F).

Prueba. La primera afirmacion se sigue del hecho que M(F) es una U—Algebra conteniendo &;
pero M(E) es la més pequefia conteniendo a £. La segunda afirmacidn se sigue de la primera,

observando que F C M(F).

2.3 o-Algebra de Borel o la o-Algebra de los Borelianos

Hay dos colecciones importantes de ejemplos en esta construccién. La primera al o-Algebra en

cualquier espacio topoldgico X y la segunda es la J—Algebra de Borel en R.

Definicién 2.23 (Borelianos). Si X es un espacio topoldgico, se llama Conjuntos de Borel de
X o simplemente Borelianos de X y a los subconjuntos que pertenecen a la U—Algebra generada
por la topologia, denotada por Bx a la que se le da naturalmente el nombre de U—A/gebra de

los Borelianos de X.

A continuacién, se especifican los Borelianos en By en los casos
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1. El caso general, si X es cualquier espacio topolégico, Bx incluye a todos abiertos de X,
también a los conjuntos cerrados, toda vez que son complementos de conjuntos abiertos.
Otros conjuntos de Borel son intersecciones contables de abiertos (llamados Conjuntos
Gs), uniones contables de conjuntos cerrados (llamados Conjuntos F,), uniones contables
de conjuntos Gs (llamados Conjuntos Gy, ), intersecciones contables de conjuntos F,
(Ilamados Conjuntos F;) y asi inductivamente, se pueden construir las siguientes cadenas
de clases de conjuntos borelianos mas generales Gsos, Foso, Gsoso, Frsos, €tc. Véase
[Grabinsky, 2013]. La J—Algebra de los Borelianos By, se construye por este proceso en
etapas sucesivas; pero como requisito se precisa del conocimiento de los niimeros ordinales
e induccion transfinita, con la finalidad de demostrar que la cardinalidad de los borelianos
es la misma que la del continuo. Cabe seialar que induccién finita no es suficiente para

construir la o-Algebra de Borel. Véase [Fava and Z6, 2013].

2. En el caso particular que X = R, todos los intervalos son bolerianos, ya sean conjuntos
abiertos, cerrados o intersecciones de un abierto con un cerrado; por ejemplo |a,b] es
interseccion del intervalo abierto Ja, 00| con el intervalo cerrado | — 0o, b]. Esto dltimo
quiere decir, si X = Ry U C P(R) es la topologia usual de X, la J—Algebra de Borel es

la o-Algebra engendrada por U, i.e. Bg = M(U).

Ejemplo 2.24 (Borelianos en Topologias Extremas). Sea X un conjunto, jQue serdn los
borelianos de X asociados a la topologia discreta y los borelianos asociados a la topologia
cadtica?. Cuando se considera un espacio topoldgico como espacio medible sin explicar qué

J—Algebra considera, queda entendido que se trata de la U—Algebra Bx de los borelianos de X.
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Recuérdese que la topologia discreta en X es aquella formada por todos los subconjuntos de X,
esta familia genera la J—Algebra total que es a su vez la U—Algebra de Borel generada por esta
topologia. Similarmente, la topologia cadtica o indiscreta es la topologia conformada por () y
X, queesasuvezla a-AIgebra de Borel generada por esta topologia, muy distinta a la anterior.
Mostrando que es importante sefalar la topologia cuando uno se refiere a los Borelianos de un
conjunto.

Los siguientes resultados se tomaron de [Folland, 2013].

Proposicion 2.25. Sea X cualquier espacio topoldgico. Dendtese por U la familia de partes

abiertas de X y denote C la familia de partes cerradas de X, entonces M(U) = M(C).

Prueba. Puesto que el complemento de todo abierto es un cerrado y viceversa y como el Lema
2.22 exige una de las familias estén contenidas en la o-Algebra de la otra familia, entonces se

concluye las inclusiones exigidas.

Proposicion 2.26. Sean a,b € X =R. La a—AIgebra de Borel By es generada por cualquiera

de las siguientes familias de intervalos
1. El conjunto de los intervalos abiertos & = {]a,b[C R | a < b};
2. El conjunto de intervalos cerrados & = {[a,b] C R | a < b};

3. El conjunto de intervalos semiabiertos &3 = {]a,b] CR | a < b} o

Es={[a,b[C R|a < b};

4. El conjunto de los rayos abiertos & = {]a, +oo[C R | a € R} o
& ={] —o00,a|[C R |a R}
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5. El conjunto de los rayos cerrados & = {[a,+oo[C R|a € R} o

E={]—o00,a] CR|aeR}.

Prueba. Los elementos de &;, para j # 3,4 son abiertos o cerrados; los elementos de &,

son intersecciones enumerables de abiertos (por ejemplo, [a, b[= ﬂN]a — 1/n,b]). Todos estos
ne

conjuntos son conjuntos de Borel (Proposicién 2.18 parte 4). Luego por el Lema 2.22 se sigue

que M(&;) C Bg.

Por otra parte todo abierto en R es reunién enumerable de intervalos abiertos, luego nuevamente

por el Lema 2.22, se tiene Br C M(Ej). Similarmente se prueba que Br C ./\/l(é’j) para j > 2

mostrando que todos los intervalos abiertos estdn en M(Ej). Por ejemplo tome el intervalo

Ja,bl= U la — 1/n,b+ 1/n] € M(E)).

neN

Proposicién 2.27 (Borelianos de un Subespacio Topoldgico). Considere X un espacio topoldgico
y Bx la U—Algebra de los Borelianos de X. SiY € X e Y € By, entonces la U—Algebra By de

los borelianos de Y, generada por la topologia inducida, coincide con la o-Algebra restriccion

Bxy

Prueba. Sea V' un abierto relativo en Y, entonces V' =Y N U, para cierto U abierto en X
y la interseccidn de estas es un abierto contenido en Y, en particular V' es un boreliano en X,
pues es interseccién de dos borelianos, i.e. V' € Bx|y. Toda vez que la J—Algebra By, de los
borelianos de Y es la U—Algebra mds pequeiia de partes de Y que contiene los abiertos de Y,
se concluye que By C Bx\y.
Considere ahora

M={ACX|ANY € By}.
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Teniendo en cuenta las siguientes igualdades 0 NY =0, (X \A)NY =Y\ (ANY)y
(UA;)NY = J(4,NY), se concluye que M es una o-Algebra de partes de X, la cual
jed jed

contiene los abiertos U de X, para los cuales U NY es abierto en Y, en particular pertenece a

By y que en realidad A € Bxjy = M. Se concluye que A = ANY € By, lo que muestra que

Bx|y C By, (Bx|y es el boreliano de X restringido a Y').

Definicion 2.28 (Medida en una J—Algebra). Considere el conjunto X y M una o-Algebra de
subconjuntos de X. Se llama medida en la o-Algebra M a una aplicacién p: M — Ry que

satisface las siguientes propiedades

L pu(0) =0;

2. (Aditividad enumerable) Dada una familia contable de conjuntos (A;) e disjuntos dos a

dos en M,

M(U Aj) =Y u(A)).

jeJ jet
(X, M) se llama espacio medible, los conjuntos en M se llaman conjuntos medibles, mientras
que (X, M, u) es llamado espacio de medida. Toda medida definida en la J-Algebra de Borel
de X, se llama Medida Boreliana o Medida de Borel.
Aditividad enumerable implica aditividad finita (tomando E; = () para j > n): Si Ey, Es, ... €
M son disjuntos, entonces
M(U Ej) = u(E;).
j=1 j=1
Una aplicacién que satisface 1. y a lo mas la aditividad finita se llama medida finitamente

aditiva.
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Definicién 2.29. Considere (X, M, i) un espacio de medida. La medida u se llama finita si

pu(X) < +oo y que p es una probabilidad si p(X) = 1.

Si se puede escribir X como unidén enumerable de conjuntos con medida finita; esto es si,

X = GIE con pu(E;) < +o00,¥j € J, entonces se dice que ;i es una medida o-Finita.
j=

En general, cualquier conjunto medible £ que puede ser escrito como unién enumerable de

conjuntos con medida finita se llama conjunto o-Finito.

Si para cada conjunto medible E con p(FE) = 400 existe un conjunto medible F' C FE, tal que

0 < u(F) < +00, se dice que p es una Medida semifinita.

En particular, para cualquier i medida finita, entonces p(F) < 400, para todo conjunto
medible £. Toda medida o-Finita es semifinita, pero la reciproca no es cierta. La mayoria de

los las medidas que aparecen en la practica son o-Finitas.

Lema 2.30. Sean X y (A4;);cs una familia contable de partes de X. Existe entonces otra
familia (A’);c; de partes de X, disjuntas dos a dos, con A} C A;y U A} = |J A;, donde
jeJ jeJ

cada A;- es de la forma

A= A\ AT = A0 (X AY),

con A7 unién de un nidmero finito de A, y k < j. En particular, el caso que M es una

J—Algebra de partes de X con A; € M, para cada j € J, se tiene A’ € M, para cada j € J.

Prueba. El hecho que J sea contable, permite sin pérdida de generalidad una composicién con
una biyeccién de N o de un conjunto del tipo {1,..., N} sobre J, otra enumeracién y examinar

a lo mas los casos en que J = N o J = {1,...,N}. En estos casos defina recursivamente
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Al = Ay yparaj > 1,

Ay = A\ | A,

k<j

ya que cada = € J;c; A; = U,c; A} pertenecerd a un dnico A} C Aj, disjunto de lo demds
A’ (pues ellos son disjuntos dos a dos); a saber, el correspondiente al minimo de los j tales

que z € A; (Definicién de unién de una familia).

Proposicién 2.31 (Propiedades de Medidas). Considere un espacio de medida (X, M, 1), se

tiene entonces

1. (Monotonia) Sean A,B € M, con A C B, entonces u(A) < pu(B), en el caso que
pu(B) < 400, u(B\ A) = pu(B) — p(A); en particular, si la medida y es finita, 1 toma

valores en R, y si y es una probabilidad, i toma valores entre [0, 1].

2. (Subaditividad) Cualquiera sea la familia contable (A;);c; de conjuntos en M no nece-

sariamente disjuntos dos a dos,

M(U Aj) <D u(4y).

jeJ jeJ
3. (Continuidad por Abajo) Siendo (A, )nen la sucesidn cresciente de subconjuntos en M

(esto es, suponiendo que A,, C A, 11, para cada n € N), se tiene

u(U Aj) = lim pu(A,).

neN

4. A,B e M, implica p(AU B) 4+ u(AN B) = u(A) + u(B).
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5. (Continuidad por Arriba) Si (A, )nen €s una sucesion decreciente de conjuntos en M

(esto es, A, D A, 11, para cada n € N) y asumiendo que 1(A;) < +oo, entonces

(ﬂA)—hm,u n)-

neN

Prueba.

1. Resulta del hecho que B = AU (B \ A), tal que AN (B\ A) = (), por lo tanto
w(B) = u(A) + pu(B\ A). Si u(B) < 400, entonces necesariamente (B \ A) =

u(B) — p(A) < +oc,

2. Por el Lema 2.30 y concluir que [J A; = (J A}, con As € M, A} C A; y los A disjuntos

jeJ jeJ

dos a dos, implicando ji(A%) < pu(A;), luego

u(U Aj) — M(U A}) Zu (A7) <> (A
jeJ jeJ jeJ
3. Considere los conjuntos B, € M, donde p € N, disjuntos dos a dos, definidos inductiva-
mente por By = A;, By = Ay \ Ay, ... es decir, B, 1 = A,41 \ A, observando que
U B,= U 4, yque U B, = A,. Se tiene asi, recordando la Proposicién 2.9 (limite

peEN peEN p<n

de sumas parciales)

N(U Ap) = N(U Bp> = ZN(BP) = lim Zi:,u(Bp) = lim pi(Ap).

peN peN peN
4. Puesto que AUB =AU (B\ A), con AN(B\ A) =() ademds B= (B\ A)U (AN B),
con (B\ A)N (AN B) =1, luego
(AU B) + (AN B) = p(A) + p(B\ A) + w(AN B) = pu(A) + u(B).
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5. Los conjuntos A; \ A, € M constituyen una sucesién creciente cuya unién es A; \ [ A,
neN

y por las partes 1 (monotonia) y 3 (continuidad por abajo) de la Proposicién 2.31

p(A) = () An) = M<A1 \ () An) = lim (A \ Ay) = lim[p(Ay) — p(Ay)],

neN neN

de donde

() An) = (A) = lim[p(Ay) = p(An)] = Tim p(A,).

neN

Definicion 2.32 (Restriccién de una Medida). Considere X un conjunto, M una o-Algebra
de partes de X y la medida iz M — R,. SiY C X, con Y € M y si se considera en Y una
U—Algebra restriccién M)y, se obtiene una medida py: My — R., llamada Restriccion de

a Y, definida por juy(A) = u(A), para todo A € My

Proposicién 2.33. Sean X un conjunto y (a,)cx una familia de elementos de R.. Se induce

una medida 1 en la o-Algebra P(X) de subconjuntos de X mediante

wA) = a..

z€A

Prueba.

1. En la Definicién 2.28 y por la Definicién 2.6 (recursién de las sumatorias finitas para el caso

base J = (), se tiene que (D) = > y0p =0

2. Dada una familia (A;);e; de subconjuntos de X, disjuntos dos a dos entonces por la

definicién de p y la Proposicién 2.12 (Propiedad asociativa), se tiene que

u(UAj>= > az:Z(Z %)IZM(AJ)-

jeJ x€UjcgA; jeJ x€A; jeJ
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Escolio 2.34. 1. Sea X un conjunto arbitrario y considere (a,).cx con a, = 1, para cada
x € X. La medida v en la J—Algebra P(X), de todos los subconjuntos de X, asociada
a esta familia, se le da el nombre de medida de conteo. La razén de este nombre es
que, como se desprende de la linea a) de la Proposicién 2.5 y la Definicién 2.7 para

cada A C X finito, v(A) es el nimero de elementos de A y para cada A C X infinito,

2. Sea X un conjunto arbitrario y g € X un elemento fijo considerando la familia (a;).cx
cona, =1,siz=x0y a, =0, si x # xg, a la medida ., de la U—Algebra P(X), de
todos los subconjuntos de X, asociada a esta familia se le da el nombre de medida de
Dirac correspondiente al punto xy. Recuérdese que, como se constata facilmente, para

cada A C X se tiene pi,,(A) =1, si g € Ay pzy(A) =0, si g ¢ A.

3. Sea X un conjunto arbitrario y consideremos la familia (a,).ex con a, = 0, para cada
x, la medida correspondiente p de la J—Algebra P(X) de todos los subconjuntos de X

se trata de la medida idénticamente nula, con p(A) = 0, para cada A.

Proposiciéon 2.35 (Construccién trivial de otras medidas). Considere X un conjunto, M una
J—Algebra de subconjuntos de X, . p': M — R, dos medidas y a € R,. Tienen lugar las

medidas y + /s M — R, y ap: M — R, definidas por

(14 1) (A) = p(A) + ' (A),  (ap)(A) = ap(A).

Prueba. Son consecuencias directas de sumas no finitas de la Propiedad de Fubini y Distribu-

tividad. En efecto, se prueban las dos condiciones
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Lo (u+p)(@) = pu@) + /(@) =0+0=0y por otra parte (au)(?) = au(®) =a-0=0.

2. (p+ M')(LEJJAJ‘) = M(‘LEJJAJ-) + 1/ LGJJAj) =Y A + e, 1 (A)) =

=2 jesl(Ag) + ' (Ap)] = 22, (n+ 1) (A;j) y por otra parte

(ap)(U A4j) = au(U Aj) = ad o m(Ay) = D e an(A)).

j€J jed

Definicion 2.36 (&-Intervalos semiabiertos). Considere un conjunto ) # £ C R, se llaman
E-Intervalos Semiabiertos (o simplemente intervalos semiabiertos, si £ = R) a los intervalos de
R de la forma

la,b) ={z € R |a <z <b},

donde a,b € £. No se hace restriccién alguna sobre la relaciéon de orden sobre el conjunto de

los niimeros reales a y b; pero si a > b, se tiene |a, b] = ).

Cualquier E-Intervalo semiabierto puede ser escrito de la forma Ja,b] con a < b en £ y tal
representacion es Unica, en el caso de los intervalos semiabiertos no vacios, entonces b debe
ser el maximo del intervalo y a su infimo. Es trivial que el conjunto vacio admite infinitas

representaciones de la forma () =]a, a], con a € £ arbitrario.

Proposicién 2.37. Dado un conjunto () # £ C R, entonces la clase S de los E-Intervalos

semiabiertos de R, que tiene al conjunto vacio en él, verifica la siguiente propiedad:

SiA,B €S, entonces ANB € Syexisten C, D € S, con CND = ), tales que A\ B = CUD.

Prueba. Suponga que A =|ay,b;| y B =|ay, by], donde ya se asume que as < by. Entonces,

ANB={z€R|a; <z <b Aay <z < by} =la,b], donde

a = max{ai,as}, b =min{by, by}
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Ademds
A\B={zeR|a;<x<b A(x<ayVa>b)}=]a,V|U]d, b],
con b’ = min{by,as} y a’ = max{a, by}, obteniéndose que,
b <ay <by <d =lag,b]Nd,b] = 0.

Definicién 2.38 (Semianillo). Sea X un conjunto cualesquiera. Se dice que una familia S de

partes de X es un Semianillo si se verifican las siguientes propiedades
1.0es,
2. SiA, B €S, entonces ANB € S,

3. A, B € S, implica que existe una familia finita (C;);c;, de conjuntos en S disjuntos dos

a dos, tal que

A\ B=|]Jc.

iel

En particular, toda U—Algebra es un semianillo por la Condicién 3. En efecto, se puede
considerar una familia formada por el tnico conjunto A\ B. Si £ C R es no vacio, la clase de
los £-intervalos semiabiertos de R es un semianillo, no es una J—Algebra pues falla por ejemplo
la propiedad 3. Tome dos intervalos no vacios semiabiertos disjuntos. Su unién no es intervalo

semiabierto.

Proposicion 2.39. Considere X un conjunto y & un semianillo de partes de X. Si (C);es es

una familia finita no vacia de conjuntos que pertenecen a S, entonces (.., C; € S.

i€l
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Prueba. Se trata de una consecuencia directa de la Definicién de semianillo, linea 2. Por
induccién sobre el nimero de elementos, mayor o igual a 1, del conjunto de indices. En efecto,
para el caso que [ tenga un sélo elemento es trivial, para |I| = 2, se desprende de la definicién
de semianillo linea 2. Ahora suponga que la afirmacién es cierta para |I| — 1, entonces aplicando
la propiedad para |I|, tomando un nimero |I| — 1 finito de veces la definicién de semianillo

linea 2 para dos conjuntos, se tiene demostrada la proposicion.

Proposicién 2.40 (El Anillo asociado). Considere X un conjunto y S un semianillo de partes
de X, denote por A la clase de subconjuntos de X que es unién de alguna familia finita de
conjuntos (C;);c; disjuntos dos a dos que pertenecen a S. Se tiene entonces que la familia A

que contiene a S y cumple las siguientes propiedades

1. Si (A;)ies es una familia no vacia de conjuntos en una clase A, entonces [ A; € A.
el

2. Si A,B € A, entonces A\ B € A.

3. Si (A;)ers es familia finita elementos de A, entonces |J A; € A.
iel

Se dice que la familia A es Anillo asociado al semianillo S.

Prueba. En efecto, A D S, puesto que cada A € S, se expresa como reunién de una familia

constituida por un tnico conjunto A. Por la definicién de la familia A, resulta que si (A4;)er

es una familia de elementos de A, disjuntos dos a dos, entonces | J A; € A lo que es menos
i€l

exigente que la afirmacion 3. Ya que no se exige que los conjuntos sean disjuntos dos a dos.

1. Resulta por induccién sobre el nimero de elementos de I, siempre y cuando se muestre que

si A,B € A, entonces AN B € A. Siendo A= |JC;y B= |J D;, donde (C;)icr y

icl jeJ
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(D;)jes son dos familias finitas de conjuntos de S, en ambos casos disjuntos dos a dos,
se tiene

AnB= |J (C;nDy),

(i,5)eIxJ

donde los conjuntos C; N D; estan en S, en ambos casos disjuntos dos a dos.

2. Primero examinar el caso particular en que A € Sy B € A. Ahora, evitando el caso trivial

en que B = () y por tanto A\ B = A, se puede escribir B = |J D;, donde (D;);c; es

jeJ

una familia finita no vacia de elementos de S disjuntos dos a dos, se tiene entonces
A\ B =4\ D)),
jeJ
donde por la propiedad 3. de semianillos, cada A\ D; esta en Ay por tanto, teniéndose en
cuenta la propiedad 1 ya demostrada, luego A\ B € A. Supdngase ahora que A, B € A.

Se escribe como A = |J C}, donde (C});e; es la familia de los conjuntos disjuntos dos a
icl

dos de Sy por tanto A\ B = |J(C; \ B), con C; \ B disjuntos dos a dos y como se vi6
i€l

el caso particular ya estudiado, cada C; \ B € A. Como se refiere al inicio, de ello se

deduce que A\ B € A.

3. Yaque ) € S C A, se puede probar la tercera condicién por el método por induccién sobre

el nimero de elementos de I. Para eso, se debe mostrar que, si A, B € A, entonces
AUB € A. Esto resulta una vez mas de lo que se dijo al inicio, una vez que se tiene

AUB =AU (B\ A), donde los conjuntos Ay B\ A pertenecen a A y son disjuntos.

Definiciéon 2.41 (Medida en un semianillo). Considere X un conjunto y S un semianillo de

partes de X. Se dice que la aplicacién p: S — R, es la medida si se verifican las propiedades
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L p(0) =0;

2. (Aditividad) Cualquiera que sea la familia contable (A4;),c; de conjuntos disjuntos dos a

dos, pertenecientes a S, tal que |J A4, € S,

p(lLJA) =>4,
JjeJ JjeJ

Proposiciéon 2.42 (Propiedades). Considere X un conjunto, S un semianillo de partes de X

y :S — R, una medida. Se tiene

1. Si (Aj)jes es la familia de conjuntos disjuntos dos a dos de S, si Be Sysi |J A; C B,
jeT

entonces

> ulAy) < u(B).

jed

2. Monotonia: Si A, B € Sy A C B, implica que p(A) < pu(B).

3. Si Ae Sy (Bj)jes es la familia contable de conjuntos S (no necesariamente disjuntos

dos a dos) tal que A C |J Bj, entonces
jeJ

u(A) <Y u(B)).

jeJ
Prueba.
1. Notando que una suma arbitraria es el supremo de todas las sumas parciales finitas, para
mostrar 1 basta examinar el conjunto de indices .J sea finito. En este caso se deduce de
las propiedades 2 y 3 de la Proposicién 2.40 que B\ |J A; esta en el anillo generado A,

jeJ

esto es

B\|J4;=J &

jeJ keK
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para cierta familia finita (Cy)rex de subconjuntos de S, disjuntos dos a dos. Entonces
B serd la unién de los conjuntos A; y Cj, de S, disjuntos dos a dos, por lo que aplicando
la propiedad asociativa de sumas finitas,

wB) = nlA) + Y u(C)

jeJ keK

y por tanto > . ; u(A;) < pu(B).

2. Este es un caso particular de la parte 1 en la que se considera para (A;),c; una familia con

un dnico elemento A.

3. Para la demostracién de 3. Se tiene A = |J A;, con A; = AN B;, y considerando A; C B,
jeJ

y A; € S. Teniendo en cuenta el Lema 2.30, se puede también escribir A = A;-, con
jeJ
A’ C Ajy los A’ disjuntos dos a dos, donde cada A’;, a pesar de estar en S, estd por la
Proposicién 2.40, la la clase A referida en ese resultado, esto es
/
A= Cix,
k’jEKj

para ciertas familias (C}, k;)x;ex, de conjuntos de S disjuntos dos a dos. Por la Propiedad

3 ya demostrada,

Se debe tener

a=UJa=-U(U o).

jeJ jeJ kjeK;

con los conjuntos C € S, j € Jy k; € Kj, disjuntos dos a dos, se concluye finalmente
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teniendo en cuenta la Propiedad asociativa en la Proposicién 2.12 que

p(A) = (D ulCix,)) < ulBy).

jeJ kiekK; jed
Definicion 2.43 (Limites Laterales). Sea J =]c¢,d[C R un intervalo abierto no vacio, con
cada extremo finito o infinito® y g:]c,d[— R una funcién creciente (en el sentido amplio).
Recuérdese que para cada a € J, una funcién g admite limites laterales a izquierda y a derecha
finitos, denotados por g(a™) y g(a™), que son respectivamente iguales al supremo de los g(x)

con x < a y el infimo de los g(z) con x > a y se tiene que

g(a”) < g(a) < g(a™).

Andlogamente, g admite limite a derecha g(c™) finito 0 —oo y limite a la izquierda g(d ™), finito

0 400 es igual respectivamente al infimo y al supremo de los g(x).

Proposicion 2.44. Si g:|c,d[— R es una funcién creciente entonces el conjunto de puntos

x €]c, d[ donde g es discontinua, esto es g(z7) # g(z™) es contable.

Prueba. Para cada x donde g es continua, se puede considerar un nimero racional r, que
verifique g(z7) < r, < g(x™), entonces la funcién que a = asocia r, es inyectiva del conjunto
de puntos de discontinuidad para el conjunto enumerable de nimeros racionales. Por tanto,

dicho conjunto de puntos de discontinuidad es contable.

Lema 2.45 (Importancia que un conjunto de indices sea contable). Sea I un conjunto contable
de indices y § > 0. Existe entonces una familia (d;),c; de ndmeros 6; > 0,Vj € I tal que

Zjef 5]' <9

3El conjunto £ puede ser ademds de R, un intervalo de uno de los tipos Ja,b[, con a < b en R, ]a,+oo| o
] — 00, al, con a € R.
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Prueba. Sean I un conjunto contable y § > 0 arbitrario, haciendo un cambio en el conjunto
de indices, se puede suponer que / = No I = {1,..., N}. Basta definir §; = 6/27, recordando
la caracterizacién de suma de términos de una serie geométrica:

D g=6) 27 <6.

jel jel
Definicion 2.46 (La medida de Lebesgue-Stieltjes de intervalos semiabiertos). Sea J =|c, d[C
R un intervalo abierto no vacio con cada extremo finito o infinito y ¢g: J — R una funcién
creciente, tiene lugar otra medida )\, en el semianillo S de los .J-intervalos semiabiertos, definida
por

Ag(Ja, b)) = g(b") — g(a™)

siempre que a < b*. Se dice que ésta es medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a la funcién
g. En el caso particular en que J =Ry g(x) = x, la correspondiente medida A, definida por

A(a,b]) =b—a, sia <, se llama medida de Lebesgue.

Proposicion 2.47. Si \;:S — R, es una aplicacién definida en el semianillo S de los J-

intervalos semiabiertos establecida en la Definicién 2.46, entonces ella es una medida.
Prueba. Se dividira la demostracién en cuatro partes:

Parte 1 El hecho que la aplicacién ), estd bien definida, resulta de lo siguiente:

(D) = A\,(Ja, a]) = g(a™) — g(a™) = 0,Va € J.

“Note que en el caso de la funcién creciente ¢ es continua a derecha, se puede escribir simplemente,
Ag(Ja, b)) = g(bT) — g(a™). Es frecuente hacer esta exigencia suplementaria sobre la funcién g lo que no
disminuye la clase de las medidas de Lebesgue-Stieltjes
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Parte 2 Se va a probar la siguiente propiedad de superaditividad finita: Si A =]a, b] contiene
a la unién de la familia finita de los conjuntos A; =la;, b;|, donde j € I disjuntos dos a

dos, entonces

Ag(A) =D "N (A)),VAES.
Jjel

En efecto, primero se prueba los casos triviales: Si 35 € I, tal que A; = (), entonces se

retira de la familiaa A; ysi [ = (), entonces

D N(A7) =0 < A (A).
Ahora se demuestra por induccién sobre el cardinal de I: Para |I| = 1, entonces [ tiene

a lo mds un elemento j, se tiene que A D A;, donde a < a; y b > b; y se obtiene

Ag(A) = g(b") —g(a™) > g(b]) — gla]) = Ag(4)).
Suponga que la afirmacién vale para |I| = n. Por demostrar, cuando [ tiene n + 1
elementos: Sea jj indice para el cual b; es maximo y nétese que a;, < a,b < b, y para
cada j # jo, bj < aj,, sin que b; pertenezca a A; N Aj,. Se concluye de aqui que |a, a;]
contiene la unién de los A;, con j # jo, donde teniendo en cuenta la hipdtesis inductiva,
Ag(A) =g(b%) = g(a™) = g(bj,) — glajf) + g(aj)) — g(a™) =

=Ag(Ajo) + Aglla, aje]) > Ag(Ajy) + Zj;éjo Ag(4;) = Zje[ Ag(4;).

Parte 3 Se va a probar ahora la siguiente propiedad de subaditividad finita: Si A =|a, b] est3
contenida en la unién de la familia finita de los conjuntos A; =|a;,b;], donde j € I, no

necesariamente disjuntos dos a dos, entonces

Ag(A) <D Ag(4)).

jeI
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En efecto, similarmente a la parte 2. Se retiran de I los indices j para los cuales A; = .
Se puede también discriminar el caso trivial en que A = (), también se puede dar el caso
en que A = (), caso en el que el primer miembro de la desigualdad es 0. Por induccién
matematica sobre el nimero de elementos del conjunto de indices I. Si I tiene a lo mas

un elemento j, se tiene A C A;, lo que implica que b < b; y a; < a, donde
Ag(A) = g(b7) = g(a™) < g(b]) — glaj) = Ag(4;).
Supdngase que la desigualdad se verifica cuando I tiene n elementos y se prueba cuando

I tiene n + 1 elementos. Toda vez que b € A, existe jo, tal que b € A, =]aj,, bj,], en

particular b < bj,. Si fuese a;, < a, se tiene trivialmente

Ag(A) = g(b") = gla™) < g(bf) = glaj) = Ag(Az) <D A(4y),

jel

Sino, aj, > by el intervalo |a, b] estd contenido en la unién de los A;, con j # j,, donde

por la hipédtesis inductiva

)\Q(A) < Z)‘g(Aj> < Z)‘9<Aj>7
J#jo Jel

0 a;, < by se puede aplicar la hipétesis inductiva al intervalo ]a, a;,], que estd contenido
en la unién de los A;, con j # jo, teniéndose
Ag(A) =g(b%) — g(a®) < g(b)) — g(a)) + glaf) — g(a™)

=Ag(Ajo) + Aglla, aje]) < Ag(Aj,) + Zj;éjo Ag(4j) = Zje[ Ag(45)

Parte 4 Ahora se va probar que si A =]a,b] es la unién de la familia contable de conjuntos

A; =la;, b;], donde j € I disjuntos dos a dos, entonces se tiene

Ag(A) =D Ag(4))

jel
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En efecto el caso trivial A = () = U,c;A;, entonces A; = (,Vj € I y se cumple que
0=2Xg(A) = Zjef Ag(4;) = 0.

Para cada I C I finito, A contiene la unién de los Aj con j € J por lo que teniendo
en cuenta lo que se vié en lla linea 2, A\j(A) < >, ; Aj(A;). Teniendo en cuenta la
definicién de la suma, para j € I, como supremo de todas las sumas finitas, se concluye

que

Ag(A) <A (4)

Para probar la igualdad suponga por el absurdo que A (A) > . rA\;(A;) siendo

5= Ag(A) = > Ag(4)) > 0.

jel

Se aplica el Lema 2.45 para considerar la familia (;),c; de reales ; > 0 tales que
>ier0; < 6/2y fijar a’ € J, donde la funcién g sea continua, con a < a’ < by
g(a') < gla™) +6/2 para j € I, b; € j donde la funcién g sea continua, con b; < b}y

g(b;) < g(b)) + 9, como el compacto [a’, 0] de R, estd contenido en Ja,b] = (J]a;,b;] y

jeI

por tanto también la unién de los abiertos Ja;, b], con j € I, la propiedad de la cobertura

de compactos asegura la existencia de una parte finita I de I tal que [da/,b] C Uﬁ]aj, A
jeI

y por tanto, en su mayor parte por la razén, A’ =la;, b}]. Se puede aplicar lo que se vié

en 3; teniéndose

= [jera() — 9@ +§ < [325e,9(07) — g(a)] + (e, 65) +6/2

Lo que es absurdo.
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Proposicion 2.48. Sea () # J C R un intervalo abierto (por ejemplo J = R) y se considera el
semianillo S de los J-Intervalos semiabiertos. Teniéndose entonces que la J—Algebra de partes

de J generada por S es la U—Algebra B de los borelianos de J.

Prueba. Dendtese por M la U—Algebra de partes de J generada por S. Note ademas que cada
conjunto Ja, b] =]a, +00]N] — 00, b] que pertenece a S es la interseccién del abierto Ja, +oo[ de
R, con el cerrado | — 00, b] de R, por lo que es un boreliano de R y por estar contenido en el
boreliano J de R, es también boreliano de .J (Véase la Proposicién 2.27 pues Bg; = B;). Se
tiene asi S C By y por ser M la J—Algebra mds pequena de partes de J que contiene S, se
tiene M C Bj.

Se verifica ahora que, para cada U abierto en J (y por tanto también en R), por demostrar que
existe una familia contable de J-intervalos semiabiertos cuya unién es U y por tanto U € M.
Para eso considere la familia contable de todos los intervalos semiabiertos |a,b], con a y b
racionales, que estdn contenidos en U. Es claro que su unidn estd contenida en U. Por otro
lado sea y € U arbitrario, se puede considerar ¢ > 0 tal que |y — &,y + ¢[C U, entonces elija
racionales a y b tal que y —¢ < a <y < b < y+ ¢, lo que implica que y €]a,b] C U, es
decir y pertenece a uno de los intervalos de la familia. Puesto que B; es la mas pequeiia de
la U—Algebra de subconjuntos J que la contiene cada abierto U de J y como se verificé M es
una U-Algebra en esas condiciones, se concluye que B; C M. Por lo tanto, B; = M como se

queria.
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2.4 Extension de Medidas

Definicién 2.49. Considerese X un conjunto. Se dice medida exterior en X a la aplicacién

p*: P(X) — R, ,que verifica
1. La medida exterior del conjunto vacio es cero;
2. Si A C B, entonces p*(A) < p*(B);

3. (Aj) e es la familia contable de subconjuntos X, implica que
M*<U Aj) < w(4y).
jed jed
Definiciéon 2.50 (Cobertura Contable). Considere X un conjunto, S un semianillo de partes
de X y 41:S — R, una medida. Para cada conjunto A C X, se llama S-Cobertura contable
de A a una familia contable (4;);c; de conjuntos pertenecientes a S, tal que A C (J;c; A,
Definiendo entonces, para cada A C X, u*(A) € R, siendo el infimo de las sumas > ies M(Aj)
para las diferentes S-Coberturas contables (A;);c; de A, si estas existieran, y siendo +oo si A

no admite ninguna S-Cobertura contable.

Proposicion 2.51. En las condiciones de la Definicién 2.50, existe una medida p*: P(X) —
R., la cual extiende 1, en el sentido de tener ;*(A) = pu(A), para cada A € S. En este caso,

se dice que u* es la medida exterior en X asociada a p en el semianillo S.

Prueba. Suponga que A € S§. Teniendo en cuenta la linea 5 de la Proposiciéon 2.42, para
cada cobertura S-cobertura contable (A;);c; de A, se tiene u(A) < -, ; u(A;), de alli que,
tomando infimo a ambos miembros, 1(A) < p*(A). Una tales S-coberturas contables de A esta
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constituida por el tnico conjunto A, resultando que p*(A) < pu(A) y por tanto, p*(A) = u(A).
En particular, como () € S, se tiene 1*(0) = pu(0) = 0. Sean ahora A y B subconjuntos de X
con A C B. Como toda S-cobertura contable de B es también una S-cobertura contable de
A, se concluye que p*(A) < p*(B). Considere (Ajc;) una familia contable de partes de X, se

muestra que

wlJA) <D w4y,

jeJ JjeJ

para lo que se puede ya suponer que el segundo miembro no es +oc. En particular, para cada
jeJ, p(A;) < 4oo. Sea § > 0 arbitrario. Por el Lema 2.45 se puede considerar, para

cada, j € J, 0; > 0 de modo que ) _._,d; < J. Para cada j € J, considere una S-cobertura

jet
contable (Bj,,)y,er, de A; tal que

> w(Bis,) < p7(A;) + 65

V€L
Se tiene entonces que la familia de todos los B;,., con j € Jy v; € I';, constituye una

subcobertura contable de | J A;, de donde se deduce, teniendo en cuenta la propiedad asociativa
jeJ

para sumatorias que

w4y < Z( > M(Bj,vj)> S AN =D pr AN+ 6 <5+ p(Ay),

jed jedJ €l jedJ jed jed jed

(2.3)
en particular, el primer miembro también es menor que +oc. Teniendo en cuenta que § > 0 es

arbitrario, se deduce que

M*(U Aj) < w4y,

jedJ jedJ

49



puesto que, si eso no sucede, se puede elegir 6 > 0, con
o <n(Uas) - 2w,
jeJ jeJ
lo que, sustituido en (2.3), conduce al absurdo p*(|J A;) < p*(U A4;).
jeg icJ

Definicién 2.52 (Semianillo o-Total). Un semianillo de partes de X se llama o-Total si y sélo

si existe una familia contable (X;);cs, con X; € S,V.J tal que X = |J Xj.
jeJ

En particular, si J =|c,d[C R es un intervalo abierto no vacio con cada extremo finito o
infinito, el semianillo de partes de J, constituido por los J-Intervalos semiabiertos |a, b], con
a,b € J (Cf. la Proposicién 2.37) es un semianilllo o-Total, ya que la clase de los intervalos
para los cuales a y b son racionales constituyen una clase contable cuya unién es J (Vz € J,
considere racionales a y b con c < a < xy x < b < d entonces = €|a, b, uno de los intervalos

de clase).

Definicion 2.53. Considere J =|c,d[C R un intervalo no vacio y g:J — R una funcién
creciente y sea su medida de Lebesgue-Stieltjes correspondiente )\, en el semianillo de los
J-intervalos semiabiertos. La medida exterior \;: P(J) — R, asociada a la medida ), se
llama medida exterior de Lebesgue-Stieltjes asociada a la funcién g. En particular si J =Ry
g(x) = x, se obtiene una medida exterior \*: P(R) — R, asociada a la medida de Lebesgue,

que se llama medida exterior de Lebesgue.

Definicién 2.54. Considere un conjunto X y p*: P(X) — R, la medida exterior en X. Se

dice que un conjunto A C X es p*-medible, si para cualesquiera que sea B C X,

p(B) =p (BNA)+u (B\A)
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Es decir, A C X es un conjunto p*-medible si y sélo si para todo
pw'(B)=pu"(BNA)+p (BNA°),VB C X.
Teorema 2.55 (Carathéodory). °Se tienen las siguientes propiedades
1. La familia de conjuntos p*-medibles, M es U-Algebra y una medida es la restriccién de
©* a M.
2. En general, si (A;)es es familia contable de conjuntos de M disjuntos dos a dos y

B C X,

u*<U BN Aj) =Y w(BNA),

jeJ jeJ
Prueba. Se divide la demostracién en ocho partes, cada una con su justificaciéon para mejor

comprensién
Parte 1 Sea A C X, tal que para cada B C X, entonces
W (BOA) + (B A) < 1 (B);

Luego A es p*-medible. En efecto:

Teniendo en cuenta que la desigualdad
i (B) < (B A) + (B A),

es consecuencia de que B = (BN A)U(B\ A) y de que p* es medida exterior.

5Qtras versiones afirman que la restriccién de  a M es una medida completa.

51



Parte 2 Se tiene ) € My si A € M, también X \ A € M. En efecto
La primera afirmacidn dice que M # () y resulta de tener BN =0y B\ @ = B, donde

p*(0) = 0, la segunda resulta de que BN (X \A) =B\ A yB\(X\A4)=BnA.

Parte 3 Si A €¢ M yA e M, entonces AN A’ € M. En efecto, para cada B C X, se puede

escribir
p(BN(ANA)) +p(B\(ANA))

= H(BAANA) + 0 ([B\ (AN A)] N A) + 1B\ (AN A)]\ A)
— 1 (BNA)NA) + 0 (BAA)\ A)) + 1" (B A)

= (BNA)+p (B\A)=p"(B)

Parte 4 Si (4;),c, es una familia finita no vacia de conjuntos p*-medibles; entonces (1) A;,
jeJ
es también p*-medible. En efecto, se tiene una consecuencia directa de la parte 3 por

induccién en el nimero de elementos de conjunto finito J de indices.

Parte 5 Sea (A;) e, es una familia finita de conjuntos j*-medibles; entonces | J A; es también
jeJ
p*-medible. En efecto, se trata de una consecuencia de las partes 2 y 4, una vez que ()

es pu*-medible y se puede escribir

Ua=x\(x\4)

jed jeJ
Parte 6 Sea (A;),c; la familia finita de conjuntos disjuntos dos a dos y j*-medibles; entonces

se tiene, para cada B C X,

,u*(U Bn Aj> = Zp*(B NA;).

jed jed
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Ahora, se demuestra por principio de induccién en el nimero de elementos de conjunto
finito J de indices. Si J = ) la igualdad se reduce a p*(@) = 0 y la igualdad es trivial
cuando J tiene un unico elemento. Suponiendo que la proposicién es valida cuando el
conjunto de indices tiene n elementos, se observa que si J tiene n+1 elementosy jg € J
es elegido, luego

p(UBNA) = ((UBNA)NAy,)+p((U BNAa\4,)

jeJ jeJ jeJ
= (BNA;) + u*(‘ LJJ\ B mAj> = (B AR) + Y ep #(BOA) =Y, 0 (BN A,)
J€J\Jo

Parte 7 Sea (A;);cs una familia contable de conjuntos p*-medible, disjuntos dos a dos. Se

tiene entonces que |J A; es p*-medible y para cada B C X,

w(UBna) =S wBna)

jed jed

En particular, tomando B = X, se tiene la aditividad contable.

u*<U Aj) =Y w(4))

jeJ jeJ

En efecto, para cada I C J finito se tiene | J BN A; C |J BN A, donde se tiene en la
jeI jed

parte 6
;u (BN A)) (UBmA><M(UBmA)

Puesto que ZjEJ p*(BNA,) es el supremo de todas las sumas parciales finitas, se deduce

de lo anterior que >, " (BN A;) < p*(U;e; BN A;j), por lo tanto

> w(BNA)) (UBmA)

jeJ jel

ya que la desigualdad opuesta p*(|J BN A;) <>, pu*(B N Aj) es una consecuencia
jeJ
de ser ;1* medida exterior. Para mostrar que |J A; es u*-medible, basta teniendo en
jeJ

53



cuenta la parte 1 que, para cada conjunto B C X,
p(BaJan) +u (BN A)) <wB)
jeJ jeJ
para lo que basta examinar el caso en que p*(B) < +o0o. Ahora, para cada I C J

finito, de la parte 5, |J A; es medible permite escribir, teniendo en cuenta la parte 6 y

la inclusién B\ (jLGJJ A;) C B\ (jLGJI A,
SowBna)+p(B\JA)) <uw(BnlJA)) +u(BNUA) =i (B),

donde

Sow B4y <pt(B) - (BA(J4y).

jeI jeJ
lo que, teniendo en cuenta la definicién de las sumas como supremo de las sumas parciales
finitas implica que

> w(BnA) <p(B)—u(B\ (| JA4))

jeJ j€J
recuérdese que /1* es una medida exterior y observando que B N (|J A;) es la unién de

JEJ
los BNA;, j€J,

w BN (JA)) + B\ (JA)) <D w(BNA) + 1 (B\ (Ujes4y)) < p(B).
jeJ jeJ jed
Parte 8 La clase M es una U—Algebra de partes de X vy la restriccion de u* la U—Algebra M
es una medida. En efecto se verificé en la parte 2 que () € M yaque X \ A € M, para
cada A€ Menla parte 3; que la interseccién dos conjuntos en M sigue estando en M

en la parte 5; que la unién de la familia finita de los conjuntos en M, esté en M y en la
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parte 7; que la unién de la familia contable de los conjuntos disjuntos dos a dos estd en
M. Para verificar que M es una U—Algebra. Falta mostrar que, si (4;);cs es la familia
contable de conjuntos en M no necesariamente disjuntos dos a dos, la unién [J A; atin
jeJ
esta en M, eso resulta del Lema 2.31, que garantiza que se tiene | J A; = |J A’, con A
jeJ jeJ
disjuntos dos a dos y por lo que refiere anteriormente A;- € M. Dado que la restriccion

a M de la medida exterior p* es una medida resulta de que p*(0)) = 0 y de la aditividad

contable, probada en la parte 7.

Proposicién 2.56. Considere X un conjunto, S un semianillo de partes de X y i: S — R,
una medida con p*: P(X) — R, su respectiva medida exterior asociada, se tiene entonces que
cualquier conjunto A € S es p*-medible; esto es S C M, donde M es la o-Algebra de los

conjuntos p*-medibles.

Prueba. Sea A € S y que B € §. Se sabe entonces en virtud de la Proposicién 2.37 que

BN A€ Sy por la Defincién 2.38 linea 3 que existe una familia finita (C};);c; de conjuntos S

disjuntos dos a dos tal que B\ A = |J C; y puesto que B es la unién de conjuntos de S, BN A
i€l

y C;,i € I, que son disjuntos dos a dos, se obtiene por aditividad de  lo siguiente

W(B) = p(B) = p(BNA)+ Y p(C) = p(BNA)+ ) p*(C)

el el

por ser /1* una medida exterior y por tanto p*(B\ A) <> .., 1" (Cy),
p(BNA)+p*(B\A) < p(B)

Ahora, esta desigualdad continda siendo valida para un conjunto B C X arbitrario, para lo
que se puede ya suponer que p*(B) < +0o. Sea entonces (B;);es una S-cobertura contable
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arbitraria de B. Por lo que se vié al inicio se tiene, para cada j, u*(B;NA)+ p*(B; \ A) <
pw*(Bj) = u(B;) donde, porser BNAC |J(B;NA)y B\ AC Ujes(Bj\ A) y por pu* ser
jeJ

una medida exterior,

p(BNA) +p (B\A) <O _w(B;nA)+ (> pw(B;\A

JjeJ jeJ
=Y (W (BN A) +p (B \A) <> u(By)
JjeJ jeJ

el cual por la definicién de la medida exterior x*(B) como un infimo, implica que
p(BNA)+p"(B\A) <p'(B).

Puesto que B = (BN A)U (B \ A) y por ser u* una medida exterior, se tiene también que
p*(B) < p*(BNA)+ pu*(B\ A), se concluye que p*(B) = u*(BNA) + p*(B\ A), i.e. que

A es efectivamente p*-medible.

Teorema 2.57 (Extensién de Hahn). Sea S un semianillo de partes de un conjunto X y
w:S — R, una medida. Siendo M la J—Algebra generada por S, queda establecida la medida
fi: M — R, cuya restriccién a S es ju, por condicién, para cada A € M, fi(A) es el infimo de
las sumas . ; i(A;), con (A;j)jes, S-cobertura contable de A, si tales coberturas existiesen

y caso contrario, fi(A) = +o0.

Prueba. En efecto, por definicién de cobertura contable, se puede establecer una medida
exterior ;* en X definida, para cada A C X, p*(A) por la caracterizacién de ji(A) referida en
el enunciado, se tiene para cada A € S, p*(A) = u(A). Por el Teorema 2.55 y la Proposicién

2.56, la restriccién de p* a una cierta a—AIgebra M, que contiene S, es una medida y se tiene
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por definicién de U—Algebra generada, que S C M C M, esto trivialmente implica que la

restriccion ji de u* a la U—Algebra M es una medida cuya restricciéon a S es p.
Escolio 2.58. Se dice que la medida /i es la extension de Hahn de la medida p.

Proposicion 2.59 (Extensién de Hahn). Considere S un semianillo de partes de un conjunto
X, 1: S — R, una medida y ji: M — R la correspondiente extensién de Hahn a la o-Algebra
M generada por S. Para cada A € M, [i(A) es también el infimo de las sumas 3. ; u(A;),
con (A;)jes S-cobertura contable de A constituida por conjuntos disjuntos dos a dos, si esas
coberturas existen y caso contrario, es +0o (esas coberturas existen siempre en el caso en que

el semianillo S es o-total).

Prueba. Puesto que las S-coberturas contables consideradas son algunas de las usadas para
la definicién de [i(A), bastard & mostrar que, para cada S-cobertura contable (By,)rex de A,
existe otra S-cobertura contable (A;);c; de A, ésta con conjuntos disjuntos dos a dos, tal que
> e H(A)) C > rex 1(Bg). Por el Lema 2.30, existen conjuntos disjuntos dos a dos B, C By
con UB; = UBy, donde cada By, a pesar de no pertenecer a S es unién de una familia finita
(Ag.i)ier, de conjuntos de S disjuntos dos a dos y se puede considerar la familia contable de
conjuntos de S disjuntos dos a dos y se puede entonces considerar la familia de conjuntos de

S disjuntos dos a dos constituida por los Ay ; con k € K e i € I, para lo cual se tiene



como se queria demostrar.

Teorema 2.60 (Extensién de Hahn precisado). Considere S un semianillo de partes de un
conjunto X y j:S — R, una medida o-Finita. Si M es la U—Algebra generada por Sy la
extensién de Hahn ji: M — K+, que es trivialmente alin una medida o-Finita, es la (nica
medida de la J-Algebra M cuya restriccién a S es u. Es frecuente utilizar el mismo simbolo
1 para designar la medida o-finita en el semianillo y el del extensiéon de Hahn a la J—Algebra

generada por S.

Prueba. Suponga que z//: M — R es una medida cuya restriccién a S sea ji. Se comienza por
verificar que, para cada A € M, 1/(A) < i(A), para lo que se puede suponer que [i(A) < +oc.

Ahora, si (A;)jes es una S-cobertura contable de A arbitraria,

WA) < i (UjesAy) < pl(Ay) =Y u(4y),

jeJ jeJ

donde, teniendo en cuenta la definicién de p*(A) como infimo,

H(A) < 1 (A) = u(A)

considere ahora A € M, para lo cual existe un conjunto B € §, con A C By u(B) < +o0,

puesto que se tiene B = A|J(B\ A), con A(\(B\ A) = (), se obtiene
p(A)+u(B\A) = p/(B) = u(B) = (l(B) = i(A) + (B \ A),
donde ambos de los miembros son finitos y como ya se vié.
p(A) < @A), W(B\A)<i(B\A)
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por tanto, se concluye que p/(A) = i(A).
Sea ahora A € M arbitrario. El hecho de partir de una medida o-finita, permite considerar
una familia contable (X;),;c; de conjuntos de S con 1(X;) < 400, tal que X = |J X se tiene
j€J

asi que A = |J A4;, con A; = AN X, € M y por tanto, teniendo en cuenta el Lema 2.30,
jeJ

existen conjuntos B; C A; C X, disjuntos dos a dos, con B; € M tales que A = |J B;.
jeJ
Puesto que los B, estan en las condiciones anteriores y se verifica que p/(B;) = i(B;), se

obtiene

W) =S H(By) = 3" lBy) = inA)

JjeJ JjeJ

queda entonces probado que ' = [i.

Definicion 2.61 (Aplicacién medible). Sean dos espacios medibles (X, M) y (Y, N), se dice

que f: X — Y es una aplicacién medible®, si para cada B € N, f<(B) e M.”

Proposicion 2.62 (Propiedades elementales). 1. Si (X, M) es un espacio medible, en-

tonces la aplicacion identidad Ix: X — X es medible.

2. (X, M) e (Y,N) son espacios medibles y f: X — Y es la aplicacién de valor constante

Yo € Y, entonces f es medible.

3. Considere (X, M), (Y,N), (Z,P) espacios medibles, f: X — Y y ¢:Y — Z aplica-

ciones medibles, implica que go f: X — Z es una aplicaciéon medible.

Prueba. de 1 Paracada A C X, I (A) = A.

6Las funciones con respecto a la U—Algebra M formada por los conjuntos medibles del espacio X, son las
que seglin autores como [Fava and Zé, 2013] se llaman funciones medibles a secas. Las funciones medibles
respecto a la U—Algebra de Borel Bx se llaman funciones medibles Borel, o bien funciones borelianas.

"Note la comparacién con funciones continuas: Una aplicacién f: X — Y es continua si y sélo si, para cada
abierto V de Y, f (V) es un abierto de X.
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Prueba de 2 Si B C Y es medible o no, entonces f<(B) = X,siyo € By f<(B) = X, si

yo € By tanto X como () son medibles.
Prueba de 3 Si C € P, se tiene ¢* (C') € NV, donde por ser tanto g y f medibles

(go /)(C) = flg"(C)] e M.

Definicién 2.63 (Subespacios Medibles). Sea X’ C X un conjunto medible (esto es X’ € M).
Teniendo en cuenta la Proposicién 2.20, considere la U-Algebra de partes de X' restringida

M| x/, constituida por los A € M tal que A C X', entonces a (X', M|x/) se llama subespacio

medible de (X, M).

Como se vié en la Proposicion 2.27, en el caso que X es un espacio topoldgico y la o-
Algebra definida X es la de los borelianos en X, entonces la J—Algebra del subespacio medible

X', es también la U-Algebra de los borelianos de X restringida a ese subespacio .

Proposicién 2.64. Sean (X, M), espacio medible y X’ C X, con X’ € M. Se tiene entonces
que la inclusién i : (X', M|x/) — (X, M), definida por i(x) = x, es una aplicacién medible.
En consecuencia, si (Y, N) es espacio medible y f: X — Y es aplicacién medible, entonces

fix': X" =Y es también una aplicacién medible.
Prueba. La prueba se divide en dos partes

Parte 1 Como A € My la interseccién de conjuntos medibles lo es, entonces i (A) = ANX’

es un conjunto de M, contenido en X’ y por tanto un conjunto de M x.
Parte 2 Por la Proposicién 2.62 se tiene fix:: X’ — Y es la compuesta de f: X — Y con la
inclusion i: X' — X.
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Proposicion 2.65. Sean (X, M)y (Y, ') espacios medibles, Y CY,conY e Ny f: X —
Y’ una aplicacién, se tiene entonces que f es medible de (X, M) para (Y, ), si y sdlo si es

medible de (X, M) para (Y, Njy-).

Prueba. La condicién necesaria resulta inmediatamente del hecho de cada conjunto de Ay
pertenece en particular a ' pues N}y» C N. La condicién suficiente resulta de que f: X — Y
es la compuesta de la inclusién i: Y’ — Y que es medible por la Proposicién 2.64, compuesta
con la aplicacién f: X — Y’ es medible por hipétesis y la composicién de aplicaciones medibles

lo es.

Proposicién 2.66. Dados (X, M) y (Y, N) espacios medibles y (X;);c; una familia contable
de conjuntos X; € M tal que X = |J X;. Si f: X — Y, es una aplicacién tal que, para cada
jet

j €J, fix;: X; =Y, sea una aplicacién medible de (X, M|x;), para (Y, ), entonces f es

medible de (X, M) para (Y, N).

Prueba. Para todo B € NV, implica

F78) = JUx,)"(B),

jeJ
donde cada imagen inversa (fix,)"(B) € M|x es medible en Mx y la unién de conjuntos

medibles lo es, por tanto f< (B) es medible en M, lo que implica que f es medible.

Teorema 2.67 (Condicién suficiente de medibilidad). Considese (X, M) y (Y, N') espacios
medibles y D una familia de partes de Y tal que la U—Algebra de partes de Y generada por
D sea N. Se tiene entonces que una aplicacién f: X — Y es medible, si y sélo si para cada
BeD, f<(B) e M.

61



Prueba. La condicidn necesaria se sigue del hecho que f es medible si y sélo si, para cada
B e N, f©(B) € My por tanto es medible, en particular para cada B € D C N.
Para la condicién suficiente suponga, reciprocamente, que para cada B € D, f“(B) € M.

Teniendo en cuenta las identidades y

fEO) =0, fFY\B) =X\foB), (B =Ur s,

jeJ j€J
se observa que la clase de los B C Y tales que f<(B) € M es una U—Algebra de partes Y que
por hipétesis contiene a la clase D. Como N es la U—Algebra interseccién que contiene a D,
se sigue que la clase referida contiene NV, lo que significa precisamente que f es una aplicacidn

medible.

Corolario 2.68. Dados X y Y dos espacios topologicos, y las U—Algebras de los borelianos en

X e Y respectivamente. Si f: X — Y es una aplicacidén continua, entonces f es medible.

Prueba. Puesto que la J—Algebra de Borel es aquella generada por la familia de conjuntos
abiertos, se tiene por consecuencia del Teorema 2.67, pues como para cada abierto V de Y,

por hipétesis f es continua, luego el conjunto f< (V') es abierto en X y por tanto un boreliano

de X.

Definicion 2.69 (Bimedibilidad). Dados (X, M)y (Y, ) dos espacios medibles. Se dice que

una aplicacién biyectiva f: X — Y es bimedible si es medible y con f~1:Y — X medible.
Del Corolario 2.68 se tiene lo siguiente

Corolario 2.70. Si X e Y son espacios topoldgicos y se consideran las U—Algebras de los
borelianos y si f: X — Y es homeomorfismo entre espacios topoldgicos X y Y, entonces f es
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aplicacién bimedible.
Prueba. Es trivial, pues todo homeomorfismo es biyeccién bicontinua y por tano bimedible.

Definicién 2.71 (Compatible). Sean (X, M) y (Y, ) dos espacios medibles y i: M — R
y N — R, dos medidas. Se dice que la aplicacién medible f: X — Y es compatible con

las medidas si, para cada B € NV,

En particular, si X =Y, M = N y u = i y se tiene por tanto una aplicacién medible

f: X — X, se dice que i1 es una medida f-invariante si f fuese compatible con las medidas.

Proposicion 2.72 (Propiedades elementales de las medidas compatibles). 1. Sea (X, M)

es un espacio medible, cualquier medida p: M — R, es Ix-Invariante.

2. Dados (X, M), (Y,N)y (Z,P) tres espacios medibles y asimismo sean tres medidas
pM =Ry, N =Ry P =Ry Sif: X =Y, g:Y = Z son compatibles

con las medidas, entonces g o f: X — Z es compatible con las medidas.

3. Sean (X, M), (Y, N) dos espacios medibles y ji: M — R, y p/: N' — R, dos medidas.
Si f: X — Y es bimedible y compatible con las medidas, entonces 3f~!: Y — X también

compatible con las medidas; es decir, para cada A € M.

w7 (A)] = u(A).

Prueba. de 1 Es trivial, pues se sabe que la aplicacién identidad Ix: X — X es medible y
como p[lx(B)] = u(B),VB € M, entonces p es Ix-Invariante.
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Prueba de 2 Resulta de considerar que para cada C' € P, arbitrario, entonces
pllgo )7 ()] = u(f g™ (O)) = wlg" (O)] = ©"(C).

Prueba de 3 Sea A € M arbitrario, primero observe que f~7(A) = (f~')*(A), en particular

f7(A) e Ny f[f~(A)] = A, donde
A =7 (A)] = w17 (A)]) = u(A).

Proposicion 2.73 (Imagen directa de una medida). Considere (X, M), (¥, N') dos espacios
medibles y f: X — Y aplicacién medible. Dado ;: M — R, entonces existe una medida

fop: N — R, medida imagen directa de  por la aplicacién f definida por

que es la tnica medida ;/: N' — R, tal que f es compatible con las medidas.
Prueba.

1. Se demuestra la primera propiedad de la Definicién 2.28 tomando
fer(0) = plf=(0)] = u(®) = 0.

2. Para la segunda propiedad, si (B;);c. es una clase enumerable de conjuntos en N, disjuntos
dos a dos, entonces los conjuntos f“ (B;) pertenecen a M y son disjuntos dos a dos por
lo que

(U B5) = ulr= (U Bl = (U= (B) = Yo uls= (B = fon(B))
jed jeJ jeJ jed jeJ
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esto muestra que f,u es una medida en la U-Algebra N'. Cuando se considera esta medida
en N, la aplicacién medible f es compatible con las medidas y el hecho de no existir
ninguna otra medida en V' con tal propiedad es consecuencia directa de la definicién de

compatibilidad.

Proposicién 2.74 (Invarianza de la medida de Lebesgue por traslacién y simetria). Sea By la
U—Algebra de los borelianos de R y A: By — R, la medida de Lebesgue. Entonces se establecen

las aplicaciones bimedibles 0: R — R y para cada z € R, 7,: R — R, definidas por

o(y) =y, mly)=z+y

(La simetriay las traslaciones) y la medida de Lebesgue es o-Invariante y para cada = € R, 7,-

Invariante.

Prueba. El hecho que estas aplicaciones sean bimedibles es consecuencia de tratarse de home-
omorfismos y el Corolario 2.70, cuyos inversos son respectivamente o y 7_,. Denote p y para
cada z € R, p, las medidas en la J—Algebra Br imdagenes directas de A por las aplicaciones
medibles 0:R — Ry 7,: R — R. Lo que se tiene que probar es que se tiene 1 = p, = .
Ahora, eso resulta por definiciéon de medida de Lebesgue y sus propiedades, puesto que siempre
que a < b en R,

p(la, b)) = A(=Ja,b]) = A([=b, —a]) = —a = (=b) = b—q,

pz(la, b)) = AM—z+]a, b)) = AXJa—z,b—z]) =b—x—(a—z)=b—a

Proposicién 2.75 (Imagen directa de una U—Algebra). Dados X e Y dos conjuntosy f: X — Y

una aplicacién. Para toda clase C de partes de X se denota por f.C a la clase de partes de Y,
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constituida por los conjuntos B C Y tales que f<(B) € C. Si M es una o-Algebra de partes
de X entonces se tiene que f,M es una J—Algebra de partes de Y, llamada o-dlgebra imagen
directa de M por la aplicacién f y si considera los espacios medibles (X, M) e (Y, f,.M) la

aplicacién f: X — Y es medible.

Prueba. El hecho de ser f, M una U—Algebra de partes de Y es una consecuencia de las

igualdades
1. [£0)=0=0¢ fM.
2. SeaBe fM= (Y\B)e Mycomo f*(Y\B)=X\f"(B)= X\ f(B) € fM.

3. Sea B, € f,M, j € J una familia de conjuntos disjuntos dos a dos, como |J B; € My
jed
[ Ujes Bi) = Uje, [7(By) = U [7(B)) € M

jeJ

el hecho de ser f: X — Y medible es consecuencia de la definicién de f, M.

Proposicion 2.76. Sean X e Y dos conjuntos y f: X — Y una aplicacién biyectiva. Para
cada familia C de partes de X, la clase f.C de partes de Y también puede ser caracterizada
siendo la clase de los conjuntos f~(A), con A € Cy en el caso en que M sea una U-Algebra
de partes de X, f.M y es la (nica O—Algebra N de partes de Y para la cual la aplicacién

f: X — Y sea bimedible.

Prueba. Sea A € C, puesto que f<[f7(A)] = A, implica que f7(A) € f.C.
Reciprocamente, si B € f.C, implica B = f7(A), para algin A = f*(B) € C. Para verificar

que, si M es una U—Algebra de partes de X y se considera en Y la J—Algebra f+M, entonces
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€S una aplicacién bimedible, por lo que existe
f
1 12 (X,f*./\/l) — (X,M)

que también es una aplicacién medible y esto resulta de que, si A € M, se tiene (f71)7(A) =
f(A) € f.M. En cuanto a la unicidad, si \/ es una o-Algebra de partes de Y tal que f: X — Y
es bimedible entonces, para cada B € N, se tiene quef< (B) € M por lo tanto B € f.Cy

para cada B € f.C, se tiene B = f7(A), para cierto A € M, donde
B=(f)"(A)eN
por lo que N = f,. M.

Corolario 2.77. Sea X un conjunto, M y M’ dos U-Algebras de partes de X tales que la

aplicacion Ix: X — X sea bimedible de (X, M) para (X, M’). Se tiene entonces M = M’

Prueba. Es consecuencia de la afirmacién de la unicidad en la Proposicén 2.76, ya que la
aplicacién Ix también es medible de (X, M) para (X, M). Ademas Ix, M =M = M’ es la

tnica o-Algebra para la cual Iy sea bimedible.

Proposicion 2.78. Sea C una familia de partes de un conjunto X y M la J—Algebra de partes
de X generada por C. Si Y es un conjuntoy f: X — Y es una aplicacién biyectiva entonces
la U—Algebra de partes de Y generada por f.C es la J—Algebra imagen directa f, M. Ademais,

si S es un semianillo de partes de X, f,.S es también un semianillo de partes de Y.

Prueba. Por la caracterizacién de f.C (en particular, de f,M) en el resultado precedente, es
claro que la clase f,C de partes de Y estd contenida en la J—Algebra imagen directa f,M. Sea
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ahora V la J—Algebra de subconjuntos de Y que contiene a f,C. Como f es biyectiva, existe
f~1Y — X y por la Proposicién 2.75 ésta es medible, entonces se puede asignar la J—Algebra
imagen directa f !N de partes de X, constituida por los conjuntos f<(B), con B € N, la
cual contiene, en particular, para cada A € C, el conjunto f<[f7(A)] = A; es decir, contiene
C. Ya que M es o-Algebra generada por C, se concluye que M C fIN y para cada A € M
se tiene asi A = f(B), para algiin B € N, donde f(A) = B € N, lo que muestra que
f+M C N, asi queda probado que f,M, es efectivamente la o-3lgebra generada por f.C.
Suponga ahora que S, es un semianillo de partes de X. De las igualdades [ () = ()
y f[C(BNB) = fS(B)N f<(B’) resulta que ) € f.S y que si B,B" € f.S también
BN B € f.S. Porotro lado, si B, B’ € f.S, el hecho que f*(B)y f<(B’) pertenecen a S
implica la existencia de una familia finita de subconjuntos A; € S disjuntos dos a dos, tal que

“(B\B)=f"(B)\ f~(B)=J4

el

y resulta que por ser f biyectiva, que

B\B = f[foB\B) = 1~ (Ja) =Us

iel i€l

con los conjuntos f7(A;) pertenecientes a f.S y disjuntos dos a dos, lo que muestra que f.S

es efectivamente un semianillo de partes de Y.

Notacion 2. Se va hacer uso de la notacién C x D definiendo la clase de partes de los productos
cartesianos A x B, con A€ Cy B € D, ya que C x D denota también el producto cartesiano

de C y D como conjunto de pares ordenados (A, B), con A€ Cy BeD.
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Proposicion 2.79. Dados X e Y dos conjuntos, C y D dos clases de partes de X y Y,
respectivamente y C x D la clase de partes lo prodductos cartesianos de la forma A x B, con
A€ Cy BeD. SiCy D son semianillos de partes de X e Y, respectivamente, enotnces

C x D es un semianillo de partes de X x Y.
Prueba.

1. Sean C y D semianillos de partesde X e Y, implica® € Cy 0 € D, luego) = O x() € CxD.

2. Sean A, A" € Cy B,B’ € D, entonces se tiecnen AN A" € Cy BN B € D, esto implica

que

(Ax BYN(A' x B) = (ANA) x (BNB)€CxD

3. Sean A, A" € C, B, B’ € Dy considerese (A;)icr Y (Bj)jes, las familias finitas de conjuntos

de C y D respectivamente, disjuntos dos a dos, tales que

A\A=J4 y B\B =B,

il jeJ

se tiene

(Ax B)\(A'x B') = [(A\A')x BJU[(ANA")x (B\B')] = (U(AZ-XB)>U<U(AHA’)><BJ->,

il jeJ

con los conjuntos (A; x B) € Cy [(ANA’) x B,| € D disjuntos dos a dos, lo que muestra

que [(A x B)\ (A" x B")] € C x D; por consiguiente C X D es también un semianillo.

Definicién 2.80. Considere (X, M) y (Y, ) dos espacios medibles. Se define la o-Algebra
producto M @ N, siendo la J—Algebra de partes de X x Y generada por la clase M x N
de partes de X x Y, la cual es la que se considera implicitamente en X x Y. Se dice que
(X XY, M ®@N) es el espacio medible producto de los espacios medibles (X, M)y (Y, N).
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Proposicion 2.81. Considerese (X, M) y (Y, N') dos espacios medibles y el espacio medible

producto (X X Y, M @ N), se tiene
1. Las proyecciones candnicas m1: X XY — X y m: X X Y — Y definidas por
m(z,y) =z, m(r,y) =y.
son aplicaciones medibles.

2. Sean (Z,P) un espacio medible, f: Z — X xY unaaplicaciény f1: Z - Xy fo: Z - Y

las respectivas componentes, definidas por
f(z) = (1i(2), f2(2))
se tiene entonces que f es medible si y sélo si f; y fo son ambas medibles.
Prueba.

1. Se tiene como una consecuencia de que para cada A € M,

(A =AXxY e MxNCMaN,

y para cada B € \V,

7 (B)=XxBeMxNCMaN.

2. Para la condicién necesaria, si f es medible, ya que fi = mo fy fo = mo fy por el

Corolario 2.62, implica que f; y fo son medibles
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Para la condicién suficiente, suponga reciprocamente, que f1 y f2 son aplicaciones med-
ibles. Para cada A € My B € N se tiene entonces f{(A) € Py f5(B) € Py por
tanto también

fT(AxB) = fi (AN fy (B) eP.
se concluye que f es medible.

Proposicién 2.82 (Compatibilidad con las restricciones de o-Algebra). Considere (X, M) y
(Y, N') dos espacios medibles y el espacio medible producto (X x Y M@ N), X' € M e
Y’ € Ny las o-Algebras restringidas M x y Njy: de partes de X'y Y, respectivamente (Cf.
la Proposicién 2.20), se tiene entonces que la G—Algebra producto M|x» ® N}y, de partes de

X’ x Y’ es igual a la o-Algebra restriccién (MON)xxy.

Prueba. Sea P = M ® N|x v se utiliza el Corolario 2.77 para mostrar las U—Algebras Py
M x @ Ny coinciden por unicidad, si I: (X' <Y’ Mx @ Nyyr) = (X' x Y, [MON]x/xy)

la aplicacién identidad es bimedible. Se divide la prueba en dos partes:

Parte 1 Como las proyecciones candnicas X’ x Y’ — X'y X’ x Y’ — Y’ son medibles,
cuando se considera como U-Algebra en el dominio M|x» ® N}y y en los espacios de
llegada M, x/ y My/, (Cf. la linea 1) de la Proposicién 2.81, se observa que en ellas
son también medibles como aplicaciones X’ x Y’ — X y X’ x Y’ — Y, pues ellas son
compocicion de las funciones medibles proyecciéon e inclusién. Cuando se considera M
y N, como J—Algebras en los espacios de llegada (Cf. la Proposicién 2.65), inclusién

X'xY" — X xY, es medible, cuando se considera en el espacio de llegada la J—Algebra
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M@ N, (Cf. la linea 2 de la Proposicién 2.81) y por tanto, por la Proposicién 2.65, la

identidad de X’ x Y, es medible de M x ®MY,, para P.

Parte 2 Teniendo en cuenta la Proposicién 2.64 se observa el hecho de las proyecciones
canénicas X XY — X y X xY — Y serdn medibles, cuando se considera como
o-Algebras de el dominio M ® Ny en los espacios de llegada M y N ,podemos deducir
las restricciones X' XY’ — Xy X' XY’ — Y, son también medibles, cuando se considera
en el dominio de la O—Algebra P,y por tanto las proyecciones canénicas X’ x Y’ — X’
y X’ x Y’ — Y’, son medibles, cuando se considera en los espacios de llegada de las
U—Algebras Mxry ./\/|y/, lo que implica que la identidad de X’ x Y”, es medible de P,
para M|x @ N}y

Proposicion 2.83. Considerese X e Y dos conjuntos, C y D las clases de partes de X e Y,

suponga que existen familias contables (X;);c; de conjuntos en C e (Y;);c; de conjuntos en D,

talesque X = |J X;eY = |J Y;. Como M esla o-Algebra generada por C y A la o-Algebra
i€l jeJ
generada por D, se tiene entonces que M @ N es la U—Algebra de partes de X X Y generada

por C x D.

Prueba. Se hace la demostracién paso a paso, primero que C x D C Py luego para M x N C

P. En efecto, paracada A€ Cy B €D, se tiene A € My B € N respectivamente, donde
AXBeMxNCMeN,

se concluye que C x D C M ® N. Falta por demostrar que, si P es una J—Algebra arbitraria
de partes de X x Y, tal que C x D C P; entonces, se tiene necesariamente M @ N' C P. En
efecto, la prueba se divide en tres partes
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Parte 1 Se muestra que C x N’ C P. Fije A € C y denote por N4 la familia de conjuntos
B C Y, talesque A x B € P. En efecto, se tiene A x ) = () € P, luego se muestra que
0 € Na. Si B e Ny, setiene paracada j € J, AxY; €CxDC P,y por lo tanto
AxY =|JAxY;eP,
jeJ
entonces

Ax (Y\B)=(AxY)\(AxB)eP,
y sea Y \ B € Ny, siendo ahora (By,)rer una familia contable de conjuntos en A4. En
efecto se tiene para cada k, A x B € P implica que

Ax (B =JAxB)eP

keK keK

es decir, |J By € Ny asi se verifica que N4 es una J—Algebra de partes de Y que, por
keK
hipétesis, contiene a la clase D, lo que implica que N' C N4, por ser N la mds pequefia

se concluye asi que, para cada B € N se tiene A x B € P. Por lo que, C x N C P.

Parte 2 Para mostrar que M x N/ C P, fije B € N. Denote Mj la clase de los conjuntos
A C X, tales que A x B € P. En efecto, se tiene ) x B = () € P se muestra que
) € Mp. Si A € Mgpg en efecto se tiene, paracadai € I que X; x BecCxN C P,
por lo tanto

XxB:UXZ-xBGP,

el

entonces

(X\A)x B= (X x B)\ (A x B) € P,
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y sea X \ A € Mg, siendo ahora (Ag)rex una familia contable de conjuntos en Mp.

En efecto, se tiene para cada k, A, x B € P, implica que

(A xB=JMxB)eP

keK keK

esto es |J Ar € Mg, asi se verifica que Mp es una U-Algebra de partes de X que por
keK
la parte 1, contiene a la clase C, lo que implica que M C Mpg y se concluye asi que,

para cada A € M, se tiene que A x B € P. Es decir, M x N C P.

Parte 3 Se tiene que M x N C Py M ®N es la o-Algebra generada por M x N lo cual

implica que M ® N’ C P, que es lo que se queria probar.

Proposicion 2.84 (Importancia de las bases contables). Considere X un espacio topoldgico
dotado de una base contable de conjuntos abiertos U, se tiene entonces que la U-Algebra

generada por U es la J—Algebra de los borelianos Bx.

Prueba. Ya que Bx contiene todos los abiertos de X, contiene también, en particular, todos
los conjuntos pertenecientes a U. Suponiendo ahora que M es una J—Algebra de partes de
X que contiene U. Puesto que cualquier abierto de X es unién de conjuntos pertenecientes
a U, por tanto una unién de una familia tiene que ser contable por la linea 3 de J—Algebra
de conjuntos de M, se sigue que todos los abiertos de X pertenecen a M y por tanto, Bx
es la U—Algebra generada por esta clase de abiertos en M, luego Bx C M. Queda entonces

probado que Bx es efectivamente la U-Algebra generada por U.

Proposicion 2.85 (Borelianos de un producto). Sean X y Y dos espacios topoldgicos de
base contable By y By las respectivas U-Algebra de los borelianos. Se tiene entonces que la
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J-Algebra producto Bx ® By es la J—Algebra de Bxxy de los borelianos de X x Y.

Prueba. Sean U/ y U’ bases contables de X y Y respectivamente, recordando que el producto
de bases contables &/ x U’ es una base contable de abiertos de X x Y, teniendo en cuenta lo
anterior las J—Algebras generadas por U, U' y U x U’ son respectivamente Bx,By y Bxxy,
ademds que X e Y, siendo abiertos en si mismos, son uniones contables de conjuntos en U y
U', respectivamente, la o-Algebra generada por U x U’ es la o-Algebra Bx @ By-. Concluyendo

asi que Bxyxy = Bx ® By.

Proposicién 2.86. Considerando en R la o-Algebra Bg de los borelianos y en R x R la o-

Algebra producto Br ® Bg, son medibles las aplicaciones ¢, 1: R x R — R definidas por

o, y)=xz+y, Y@y =x-y

Prueba. Basta observar que estas aplicaciones son uniformemente continuas y portanto estas
aplicaciones son continuas, luego ellas son medibles, cuando se considera en R x R, que por la

Proposicién 2.85, la U—Algebra Brxr coincide con a-AIgebra Br ® Bg.
Proposicién 2.87. Considerando en R, la U—Algebra By, de los borelianos y en R, xR, la
o-Algebra producto Bg, ® By, , las aplicaciones p, Ry x Ry — R definidas por

Plry)=z+y, vy =2y
son medibles.

Prueba. En efecto Ry R, inducen la misma topologfa restringida a R, = [0, +-00[ (recuerde
la topologia inducida por la recta extendida E) luego se concluye que las J—Algebras Br y B@
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tienen la misma restriccién a R, teniendo en cuenta la Proposicién 2.82, se concluye que las
U—Algebras Br ® Br y By, ® By, tienen también la misma restriccion Ry x Ry denotada
por By, ® By, por lo que se concluye del resultado precedente que ¥y U tienen restricciones

medibles al subconjunto medible R, x R, de su dominio. Se tienen dos casos:
Caso 1 Para la aplicacién @. El dominio R, x R, es unién de tres subconjuntos medibles
Ry xRy, {+oo} xRy, Ry x {400}

y la restriccion de ¢ si uno de los tres subconjuntos es medible el primer caso fue referido

y en los otros dos casos por términos del valor constante oo y aplicando la Proposicién

2.66 p es medible.

Caso 2 Para la aplicacién . El dominio R, x R, es unién de cinco subconjuntos medibles.

El dominio R, x R es unién de cinco subconjuntos:
Ry xRy, {0} xRy, Ryx {0}, {+oo} x R\ {0}), (Ry\{0}) x {+oc}

y la restriccién de @ a cada uno de ellos es medible, en el primer caso como referimos al
inicio, en el segundo y en el tercer caso por términos de aplicacién de valor constante 0 y
en el cuarto caso y quinto caso por términos aplicativos de valor contante oo aplicando

como en el caso 1, la Proposicién 2.66, se concluye que i es medible.

2.5 La Integral

En este apartado se define la integral para funciones medibles, cuyo dominio es espacio medible
(X, M), dotado de una medida p: M — R+, y que toman valores en @Jr. Para ello, se com-
plementa el estudio de las funciones medibles que se hizo en la Definicién 2.61 con propiedades
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especiales que son validas cuando el espacio de llegada es R, donde implicitamente se con-
sidera las U—Algebras de los borelianos BR' En el caso del primer resultado, presentamos si-
multaneamente una versidn para funciones medibles con valores en R, también implicitamente
con la U—Algebra boreliana, de hecho con una demostracién andloga, porque se necesita usarla

mas adelante.
Teorema 2.88. Sea (X, M) un espacio medible, se tiene entonces que

1. Si f,g: X — R son funciones medibles, entonces son también funciones medibles f +

X R,y f-g:X — R, definidas por
(f +9)(@) = f(zx) +9(z), (f-9)(x)=f(z)- g(z)

2. Sean f,g: X — R funciones medibles, implica que son también funciones medibles f +

X 5 Ry f-g: X — R, definidas por
(f+9)(@) = f(x)+g(z), (f-9)()=f(x) g(x)
En consecuencia, la funcién f — g: X — R también es medible, definida por
(f = 9)(z) = f(z) — g(x)®
Prueba.

1. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.81, parte 2) podemos considerar una aplicacion medible
X — R, x R, definida por # + (f(z),g(x)), donde en R, x R, se considera el o-

Algebra producto By ® By . Basta notar que f + gy f - g son las compuestas de esta
g Ry R g

8Nétese que, en el caso del inciso 1), no tenia sentido considerar la funcién f — g, ya que no es posible
definir la diferencia de elementos arbitrarios de R.
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aplicacién medible con las aplicaciones medibles 5: R, x R, — R, y ¢ R, x Ry — R,

(suma y multiplicacién) mencionadas en la Proposicién 2.87 y por tanto son medibles.

2. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.81, se considera una aplicacién medible X — R x R
definida por 2 — (f(x), g(x)) donde se considera en R x R la o-Algebra producto Bg, ®
Bg, . Basta notar entonces que f+gy f-g son las compuestas de esta aplicacion medible
con las aplicaciones medibles (adicién y multiplicacién) mencionado en la Proposicién
2.86. En cuanto a la funcién f — g, tenemos una consecuencia de lo ya comprobado, ya
que se tiene la combinacién lineal f(z) — g(z) = f(x) 4+ (—1) - g(x), donde la funcidn

constante —1 también es medible.

Lema 2.89. Sea (X, M) un espacio medible y f: X — R, una aplicacién. Son entonces

equivalentes las siguientes afirmaciones
1) La aplicacién f es medible.
2) Es medible el conjunto

A, ={z e X | f(z) > a},Va e R,

3) Es medible el conjunto

B,={ze€ X | f(z) >a},Vae Ry

Prueba. 1 = 2 Resulta de tener A, = < ([a, +o0]), que es medible pues f lo es y dado que
[a, +00] es cerrado y por lo tanto es un boreliano en la J—Algebra R, entonces la imagen
inversa f< ([a, +00]) es medible.
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2 = 3 Suponga que se verifica 2). Observando que f(z) > a siy sélo si, existe n € N tal que
f(z) > a+ 1/n, se observa que para cada a € R, si los conjuntos A, son medibles,

entonces los A1/, también lo son, poniendo

By = J Auiz,

neN

se concluye que B, es medible, lo que demuestra 3).

3 = 1 Suponga finalmente que 3) se verifica y se muestra que f es medible. Comience por
notar que si a < 0 en R, el conjunto B, definido del mismo modo para a > 0, es igual
a X, en particular medible. Puesto que f(x) = +oo si y sélo si, f(z) > n, para todo
n € N, observe que siendo X, = {x € X | f(x) = 400}, se tiene la interseccién de

conjuntos medibles

y por lo tanto X, es medible. El dominio X es pues la unién de los conjuntos medibles
Xoo ¥y X \ Xoo vy la restriccién de f a X, es medible, por ser constante. Teniendo en
cuenta la Proposicién 2.66 para mostrar que f: X — R, es medible, basta asi mostrar
que fix\x: X \ Xoo — R, es medible, lo que es equivalente a Jix\x: X \ Xoo —
R sea medible, cuando se considera en R el U-Algebra Br de los borelianos, ya que
las restricciones de las o-algebras BR y Br a R, coinciden, ya que R, y R inducen
una misma topologia en R, segtn la Proposicién 2.27. Puesto que el o-algebra de los
borelianos de R es generada por la clase de los intervalos semiabiertos |a, b], con a < b,
recuerde la Proposicién 2.48, para verificar que fix\x..: X \ Xo — R es medible, basta
comprobar que, siempre que a < b en R, f<(]a,b]) es medible por el Teorema 2.67 y
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resultard que
f7(a,b]) ={x e X | f(z) > a N f(z) <b} = Bo \ By

Teorema 2.90. Sean f,g: X — R, dos aplicaciones medibles. Entonces son medibles los

conjuntos

A={ze X | f(x)=g(@)}, B={reX|f(x)<g@)},® C={reX]|f(z)<g(x)}

Prueba. Dendtese por Q. el conjunto numerable de los niimeros racionales en R, . Para cada

a € Q4 el Lema 2.89 garantiza que son medibles los conjuntos
B.—{reX|f)>a} vy B,—{reX|g)>a}

y como se tiene que f(x) < g(z) si y sélo si, existe a € Q1 con f(z) < a < g(x), se puede
escribir

B= |J(B,\B.),

acQy

Note que B, \ B! es medible y la unién de conjuntos medibles lo es, lo que muestra que B
es medible. Intercambiando los roles de f y g, se observa que el conjunto también es medible
B ' ={x € X | f(x) > g(x)} el hecho de que A sea medible resulta de tener A = X \ (BUB’)

y el hecho de que C' sea medible resulta de tener C = AU B.

Teorema 2.91 (Supremos e infimos). Sea un espacio medible (X, M)y (f;)jc; una familia

contable, no vacia, de aplicaciones medibles f;: X — R . Son entonces medibles las funciones

9Se podria estar tentado a transformar la condicién f(x) = g(x) en f(x)—g(z) = 0; pero esto no es posible,
ya que no hay sustraccién en el contexto de R
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f,F: X — R, definidas por

f(z) =inf f;(z), F(z)=sup f;(x).0

= jeJ
Prueba. Basta probar que para cada a € R, el conjunto {z € X | [a, +0o0]} es medible. En
efecto, se tiene que f(x) > a si y sélo si, para todo j € J, fj(x) > ay por lo tanto
{eeX|flz)>a} =z e X|fz)>a)
jeJ
donde los conjuntos en el segundo miembro son medibles, teniendo en cuenta el Lema 2.89
parte 2), se concluye que el conjunto de los primeros miembros también es medible lo que, por
el mismo lema 2.89 , implica que f es medible.
Similarmente, se afirma que el conjunto {z € X | F(xz) > a} es medible. En efecto, para
cada a € Ry, se tiene F/(x) > a si y sblo si, existe j € J tal que f;(x) > a, y por lo tanto
{reX|F(x)>a}=|J{z € X|f;(z)>a}
j€J
donde los conjuntos en el segundo miembro son medibles, teniendo en cuenta el lema anterior
parte 3). Se concluye que conjunto del primer miembros también es medible lo que, por el

mismo lema, implica que f es medible.

Teorema 2.92 (Limites de funciones medibles). Sean (X, M) y (f.)nen una sucesién de
aplicaciones medibles f,: X — R, tal que, para cada = € X, f,(z) — f(z) en R,. Se tiene

entonces que la aplicacién f: X — R, asi definida, también es medible.

0Una restriccién J # @ es innecesario para el que acepte pensar en infimo y supremo de una familia vacia,
en el contexto de R, siendo respectivamente +o0o y 0. Por supuesto, en este caso la conclusién es trivial, ya
que fy F son aplicaciones constantes.
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M4s precisamente, siendo para cada n € N, ¢,: X — R, una aplicacién definida por

gn(z) = inf f,(x), se tiene f(x) = sup g,(z).

m2n neN

Prueba. Para cada n € N una aplicacién ¢,: X — R es medible teniendo en cuenta 2.91. Se
va a verificar que se tiene que f(x) = sup,,cy gn(z) lo que, de nuevo por el mismo resultado,
implicard que f: X — R, y medible!!

Se divide esta verificacién en dos partes

Parte 1 Primero comprobando que, para cada n € N, g, < f(z), esto es, que f(x) es una
cota superior del conjunto de g, (z).
Si eso no sucediera, existe ng tal que f(z) < g,,(x) y por lo tanto existiia n; tal que, para
todo el m > ny, fi(z) < gn,(x) y eso era absurdo, ya que, siendo m = max{ng,n,} es

uno de los elementos del conjunto cuyo infimo es g, (z).

Parte 2 Se verifica que f(z) es la menor cota superior del conjunto de los g, (), es decir, que
sia < f(x), a no es una cota superior, esto es, existe ng € N tal que a < g, ().
Ahora, eligiendo § > 0 tal que a + § < f(x), existe ny € N tal que, para cada m > ny,
a+90 < fn(x), lo que implica, por g,,(x) ser el infimo de los f,,(z), que a < a+ 6 <

Gno ().

Definicion 2.93. Considere (X, M) un espacio medible. Se dice que la aplicacién f: X — R,

es funcion simple, si ella es medible y el conjunto f(X) es finito.

1En general, independientemente de que la sucesién de f,,(z) converja, se puede definir g, (x) como antes
y poner f(x) = sup,cn fn(z) y entonces a f(z) se llama limite inferior de la sucesién de f,(z) denotado por
liminf f,,(z). Lo que se va a mostrar, es que cuando el limite existe, éste coincide con el limite inferior.
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Escolio 2.94. Tenga en cuenta que, por definicién, una funcién simple nunca toma el valor

—+00.

Teorema 2.95. Sea un espacio medible (X, M) y f: X — R, una funcién simple. Existe
entonces una familia finita (X;);c; de partes medibles de X, disjuntas dos a dos y de unién
X, tal que la restriccién de f a cada X sea constante. A tal familia le damos el nombre de

particion adaptada a la funcién simple

Prueba. Considérese J como el conjunto finito conformado por f~7(X) y para cada j € J
considere el conjunto

Xj={eveX|f(z)=7}
La imagen inversa por medio de la aplicacién f del conjunto cerrado {j} que es en particular

boreliano.

Escolio 2.96. Nétese que, aunque se ha construido, de forma bien determinada, una particién
adaptada a una funcién simple dada, existen en general, otras posibles particiones adaptadas,
por ejemplo uniendo conjuntos vacios a la particién o reemplazando uno de los conjuntos por
una particién finita de ese conjunto por conjuntos medibles. Como se vera acontinuacién, esta
indeterminacién de las particiones asociadas que se pueden considerar es fundamental para
trabajar comodamente con funciones simples. Véase ahora como se puede definir la integral de

una funcién simple, cuando se le dota una medida en el o-Algebra del dominio.

Definicion 2.97. Se llama Espacio de Medida a una terna (X, M, i), donde X es un conjunto,
M una U—Algebra de partes de X' y ji: M — R, una medida. En particular, (X, M) es entonces
un espacio medible.
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Teorema 2.98. Considere un espacio de medida (X, M, pu) y f: X — R, funcién simple.
Sean (Xj)jes ¥ (X} )ker dos particiones adaptadas a la funcién f y sean (a;)jes ¥ (br)rek
familia de elementos de R tal que f(z) = a;, para cada = € Xj, y que f(x) = by, para cada

x € X}.'? Entonces

D au(X;) = beu(X7).

jeJ keK

Prueba. Para todo j € J, X; es la unién de la familia finita de conjuntos medibles X; N X},
k € K, que son disjuntos dos a dos, por lo que, teniendo en cuenta la distributividad y la
propiedad de Fubini en la Proposicién 2.13, se obtiene

> au(X;) = Z%’(Z u(X; 0 Xx@)) = Y au(X;nX;).

jedJ jed keK (J,k)eEJXxK

Al intercambiar los roles de las dos particiones, también tenemos

Sobu(X) = Y b XN X)) = D (XN )

keK keK jeJ (J,k)eJxK

Para concluir la igualdad del enunciado, basta comprobar que, para cada par (j, k) € J x K
ajp (X; N XG) = bep(X; N XG)

y esto es consecuencia de que ambos miembros de esta igualdad sean 0, en el caso de que
X;NX; =0, implica que u(X; N X}) = 0y caso contrario, tiene que ser a; = b, = f(z) para
un z € X; N X}, haciendo que

D aiu(X) = bep(X5,).

jeJ keK

2Note que los a; estan bien determinados para los indices j tales que X, # ), pero que si X; = (), cualquier
a; € Ry verifica la condicién referida. Una observacién similar es evidentemente vdlida para el by.
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Teniendo en cuenta el teorema anterior,

Definicién 2.99. Dado (X, M, 1) un espacio de medida 'y f: X — R, una funcién simple, se
define la integral de f como elemento de R, como
[ tin= [ r@duto) = (),
jed

donde (Xj),cs es una particién adaptada a la funcién fy f(x) = a;, para cada z € Xj.

Escolio 2.100. Note que, a pesar que f(x) nunca serd +oo la integral puede ser +o00, puesto
que para algin j, puede ser u(X;) = +ooy a; > 0. En el caso de que p(X) < 400, es

evidentemente, para cada funcién simple f: X — R, [ fdu < +oo.

Ejemplo 2.101. La funcién idénticamente nula 0: X — R, es simple, que admite a { X'} como

familia formada por el Unico conjunto X como particiéon adaptada. Luego, se tiene que
/ Odp =0-u(X)=0,VX € M.
b's

Otra consecuencia directa de la definicién es que, si (X) = 0 (o lo que es equivalente, si
1 = 0), entonces, para cada funcién simple f: X — R, se tiene [ f(z)du(x) = 0, visto que,

siendo (X),cs una particién adaptada a f, se tiene p(X;) = 0, para todo j.

Definicién 2.102. Sea (X, M) un espacio medible y sea (X;)jc; una particién finita de
conjuntos medibles del conjunto X y si (a;);es es una familia de elementos de R, entonces
se puede definir una funcién simple f: X — R., teniendo una familia (X;) como particién

adaptada, imponiendo la condicién de tener f(z) = a;, para cada z € Xj.
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El hecho de que f sea medible resulta de la Proposicién 2.66, ya que la restriccién en cada
X es constante.

En particular, si A € M y la familia formada por los dnicos conjuntos Ay X \ A,

Definicion 2.103. La funcién simple 14: X — R, definida por

1, sizeA

I[4(x) = .
a(@) 0, sizgA
se denomina funcién indicatriz o funcion caracteristica del conjunto A, y para el cual se tiene,

dada una medida p: M —>E+, que

/ Tadp = pu(A)
X
(también se usan las notaciones y 4 6 14 con el mismo significado I4).

Tenga en cuenta, por cierto, que si (X;), e es una clase finita de conjuntos en M, disjuntos
dos a dos y unién X y si (a;);c;s es una familia de elementos de R, entonces la funcién simple

correspondiente f: X — R, que toma el valor constante a; en X; se puede caracterizar por

fl@) =) ajllx, (@),

jed
Lema 2.104. Sea (X, M) un espacio medible y sean f,g: X — R, dos funciones simples.

Existe entonces una particién de X adaptada simultdneamente a f vy g.

Prueba. Sean (X;)jc; y (X} )rex dos familias finitas de conjuntos medibles, disjuntos dos a
dos y de unién X, tal que f es constante en cada X y que g sea constante en cada X;. Basta
notar que los conjuntos medibles X, N X}, (j,k) € J x K, son disjuntos dos a dos y de unién

X, constituyen una familia finita y en cada una de ellas tanto f como g son constantes.
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Teorema 2.105 (Monotonia y linealidad). Sea un espacio de medida (X, M, p) y dos funciones

simples f,g: X — R, se tiene

1. Paracada z € X, f(x) < g(z), implica

/fdu < /gdu;

2. La funcién f+ g: X — R, es simple y

/(f+g)du=/fdu+/gdu~

3. Para todo a € R, la funcién af: X — R, también es simple y

/afd,u:a/fd,u.

Prueba. Por el Lema 2.104, se puede considerar una familia finita de conjuntos medibles
(X;)jes disjuntos dos a dos y de unién X tal que, para cada z € X;, f(x) =a; y g(x) = b;
funciones simples. Bajo las condiciones de 1. Se tiene que, para cada f(x) < g(z), implica
que a; < b; ysi X; = (), entonces ambos miembros son 0, caso contrario, a;u(X;) < bju(X;)

y de aqui se deduce que

/fdu a;n(X;) <> biu(X; /gdu'
jed

jeJ

Por otro lado, toda vez que f + g y af son funciones que en cada X; toman los valores
constantes a; + b; y a - a;, respectivamente, se observa que estas funciones son simples y que
S+ g)du= 3¢, (a; + 0)i(X;) = 30 5e s ain(Xg) + 225, b5u(X;) = [ fdu+ [ gdp,
Jafdu =30 ,(aa))p(X;) = a Y, a;u(X;) = a [ fdp.

que es lo que se queria demostrar.
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Definicién 2.106. Sea (X, M, ;1) un espacio de mediday f: X — R, una aplicacién medible.
Se define entonces la integral de f como elemento de R, que es el supremo del conjunto de
integrales [ hdpu, con h: X — R funcién simple, verificando h(z) < f(z), para cada z € X

(una de estas funciones h es la funcién idénticamente nula, 0). La integral serd denotada como

[ tin= [ t@auta)

o incluso, cuando se considera importante explicitar el dominio de la funcién.

antes,

/X [(@)du(z).

Escolio 2.107. Noétese que, teniendo en cuenta la propiedad de monotonia de la integral del
inciso 1. del Teorema 2.105, en el caso de que f sea una funcién simple, esta integral coincide
con la dada en la Definicién 2.99, ya que la referida es, en este caso, un maximo, alcanzado

precisamente por h = f.

En el caso que X =R, Bgesla U—Algebra de los borelianos y 11 es una medida de Lebesgue,

es comun omitir la referencia explicita a i y escribe

/f(x)dx = /Rf(x)dx
en vez de [ f(z)dp(x).
Teorema 2.108. Sea un espacio de medida (X, M, u). Se tiene entonces
1. Para la funcién medible 0: X — R, que

/O du(x) =0
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y en el caso de que u(X) = 0 (o lo que es equivalente, = 0), se tiene

| fa@ldut) =0,
para cada funcién medible f: X — R, ;

2. Si f,g:X — R, son funciones medibles tales que f(z) < g(x), para cada # € X,

entonces

[ t@duto) < [ gwjauta);

3. Si f: X — R, es una funcién medible y a € R, entonces
[at@dnta) = o [ s@intz).

Prueba.

1. La primera conclusién de la parte 1. resulta del hecho de que 0 es una funcién simple de
integral igual a 0, que la integral de funciones medibles extiende la de fuciones simples y
la segunda resulta de que, como ya hemos mencionado, en el caso que u(X) = 0, todas

las funciones simples tienen integral igual a 0.

2. La conclusién de 2. se sigue directamente de la definicién de integrales como supremos, ya
que, si f(z) < g(x), para cada = € X, entonces toda funcién simple h: X — R, que
verifica h(z) < f(z), para cada z € X, verifica también que [ h(z) < [ g(z), para cada
x € X. Tomando supremo sobre el conjunto de todas las funciones simples, se tiene la

desigualdad deseada.
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3. Para el caso a = 0, ésta una consecuencia de 1, pues

[0 t@iut) = [ odutz) =0 =0- [ f@)du(z)
En el caso que a # 0. Sea h: X — R, una funcién simple tal que h(z) < f(x),

para cada x € X. Tenemos entonces que ah: X — R, es una funcién simple tal que

ah(z) < af(z), para cada = € X, de donde deducimos que

[ p@aue) = [ ab@)duo) < ;- af(@)duto)

lo que implica, teniendo en cuenta la definicién de ffd,u Como un supremo, que

[ t@auta) <5 [oriduta),
y por lo tanto
‘ / F(@)dp(x) < / of (x)dp(z).

Para justificar la desigualdad opuesta, aplicamos lo que acabamos de concluir a la funcién

medible af y escalando i y deducimos que

[at@dute) =a- ¢ [ap@inta) <o [+ af@nte) = a [ f@)dut)
que es lo que se queria demostrar.

Ejemplo 2.109. Se define d,: P(R) — R a la medida de Dirac en el punto = € R, mediante

1, sizeA
5$(A)_{O, sixg A

. es una medida de probabilidad en P(R). Si x,, n > 1 es una sucesién de ndmeros reales y

P,, n > 1 es una sucesién de nimeros positivos enteros entonces

u(A) = 3" P (A)

90



define una medida de Lebesgue-Stieltjes concentrada en el conjunto numerable {z,, n > 1}.
Si Y P, < oo, la medida es finitay si > P, = 1, es una medida de probabilidad. Si es una

funcién cualquiera entonces

[ Fin=3" Pt

En el caso particular P, = 1, para todo n'y f(z) = x, se obtiene la serie " x,,, de modo que
la teoria de series absolutamente convergentes de nimeros reales es un caso particular de la

integral de Riemann-Stieltjes.

Lema 2.110. Sean (X, M, 1) un espacio de medida y h: X — R, una funcién simple. Para
cada A € M, se puede entonces considerar el espacio de medida restricto (A, M4, j1a)
(segtin la Definicién 2.32) y son simples las aplicaciones hja: A = R,y h-I4: X — R, . A

continuacién, se define una nueva medida pu(h): M — E+, con

() = [ ha@)duate) = [ ba)LaGoydu(o)

Prueba. sea (X;),c; una familia finita de conjuntos medibles, disjuntos y de unién X'y (a;) ;e
una familia de elementos R, tales que para cada = € X, h(z) = a;. Entonces A es una
unién de los conjunto medibles, disjuntos dos a dos AN X, donde k4 toma el valor constante
a; y X es unién de la clase de conjuntos medibles y disjuntos dos a dos X \ Ay AN Xj;, donde
h - 14 toma los valores constantes 0 o a;, lo que demuestra que las funciones hj4: A — R, y
h-I4: X — Ry son simples y ademas introduciendo la funcién indicatriz

[ ha@uate) = (A0 X) =0 w00 + 040 Xp) = [ )adato)

jed jed

(2.4)
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En particular, se puede definir u,)(A) indiferentemente para las dos igualdades en el enunciado,
asi como para el segundo miembro de la igualdad 2.4. Se tiene que
gy (0) =Y ap@nX;) = 0.
jeJ

Sea ahora (Ag)rex una familia contable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos y con
A = ek Ak- Se tiene entonces que, para cada j € J, AN X es la unién de la familia
contable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos A M X y por lo tanto, teniendo en cuenta
la férmula obtenida anteriormente de f4)(A) y la propiedad de Fubini para las sumas en la
Proposicién 2.13
uny (A)= 25y ai(ANX5) =30 a5 (Dper (AN X)) =

= ZjeJ (ZkEK ajp(Ax N Xj)) =D kek (ZjeJ ajp(Ax N Xj)) =

= ZkeK :u(h)(Ak)-

lo que demuestra que /i) es efectivamente una medida en o-Algebra M.

Teorema 2.111 (Teorema de la Convergencia Monétona). Sea un espacio de medida (X, M, u)
y (fu)nen una sucesién de funciones medibles f,: X — R, crecientes; esto es, ¥n € N,
fo(x) < fui1(x), para cada x € X. Se puede entonces considerar una funcién medible

f: X — Ry, definida por f,(x) — f(x), para cada = € X y se tiene que

[ h@auta) > [ s@iduto)

Prueba. En E+; para cada z € X, el hecho de que la sucesién de f,,(x) sea monédtona creciente
implica que converge en R al supremo de sus términos, que es por definicién f(z). El hecho
que f: X — R, sea medible es una consecuencia del Teorema 2.92 o alternativamente, del
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Teorema 2.91. Sea, para cadan € N,

&:/ﬁ@@@em

y nétese teniendo en cuenta la linea 2 de Teorema 2.108 que, ¢, < ¢,.1, paracadan € Ry
por lo tanto, siendo ¢ el supremo del conjunto de los /,, tal que ¢, — ¢ en R, . Se tiene que

probar que
t= [ ra)duta)
y en este sentido, note de ahora en adelante que para cada n € N, f,(x) < f(z), para cada

x € X, se observa
o= [ fu@idn(o) < [ Fla)duta),
de lo cual, debido a que tomando el supremo sobre los ¢,, amos miembros, implica que

es/&@mmw.

Queda por probar que también que se tiene

/}@mmwse

y teniendo en cuenta la definicién de integral en el primer miembro como supremo, bastara
probar que, siendo h: X — R, una funcién simple arbitraria, tal que h(x) < f(x), para cada

xr € X, se tenga
/h(x)d,u(:r;) <.
Suponga por reduccién al absurdo, que esto no sucediera, es decir, que
0 < /h(w)d,u(x). (2.5)
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Fije 0 < p < 1 tal que adn se tenga

! < p/h(x)du(x) (2.6)

(Si el segundo miembro de la desigualdad (2.5) es +oo cualquier p servird; de lo contrario sélo

tome ¢/ [ hdp < p < 1). Para cada n € N, denote por
Xy ={z e X | ph(z) < ful2)},

conjunto que es medible por el Teorema 2.91.13 El hecho de que la sucesién de f,(x) sea

creciente, para cada z € X, implica que, paracadan € N, X,, C X, y se tiene UN X, =X,
ne

ya que, para cada x € X, o h(x) = 0 y entonces = € X,,,Vn € N o h(0) > 0 y entonces

ph(z) < h(z) < f(x), donde, por ser f(x) es el supremo de los f,(z), ph(z) < f.(z), para

algin n € N, para el cual se tiene por tanto z € X,,. Considere ahora una medida fi(,n)

asociado con una funcién simple ph: X — R, (Véase el Lema 2.110). El hecho de que, para

cadan € Ny z € X, se tiene ph(z)lx, () < fu(z) (si z & X,,, el primer miembro es 0 vy, si

x € X, el primer miembro es ph(z)) implica que

iy (X) = / ph(a)Lx, (2)dpu(z) < / foal@)dp(z) = £, < ¢

y por tanto, teniendo en cuenta la procedencia de las medidas del inciso 5) de la Proposicién

2.31.
p/h(x)du(fr) = /ph(fv)du(x) = pi(pn) (X) = lim pupn) (X)) < 0,

cual es absurdo, por contradecir la desigualdad (2.6).

Como aplicacién se presenta el siguiente

13Este es el primer punto donde se esté considerando funciones medibles
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Ejemplo 2.112. El nimero de Euler v estd dado por la férmula

1 -1 o _—t
]__

7:/ ‘ dt—/ C .
.t Lt

Se muestra que

n—0o0

—y = lim(/o (1_t/:)n—1dt+/lnwdt)

La primera integral crece a (e 7" —1)/t y la segunda a e~*/t. Se tiene que el limite de la integral

es a la integral del limite (paso del limite bajo el signo de integral).

Teorema 2.113. Sea un espacio medible (X, M)y f: X — R, una funcién medible. Entonces

existe una sucesién creciente de funciones simples ( f,)nen, con f,,: X — R, tal que, para cada

e X, fulz) = fl).
Prueba. Se va a dividir la demostracién en cuatro partes:

Parte 1 Denote

Xoo ={z € X | f(z) = o0},
se afirma que éste es un subconjunto medible de X, por ser boreliano y para cadan,p € N,

-1
Xn,p:{meX]p—Tl gf(;v)<2£n ,
que es también un subconjunto medible de X y nétese que para cadan € N, los conjuntos

X0, 0 € N son disjuntos dos a dos y de unién X \ X.

Parte 2 Para cada n € N, sean g,: X — R, una funcién definida por

_J-1)/2", sizeX,,,
gn(7) = {oo, siz € X
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funcién que es medible al tener una restriccién constante, que es en particular medible,
para cada uno de los conjuntos medibles X, y X, ,, p € N, de unién X (Cf. Ia

Proposicién 2.66).1

Parte 3 Ahora se va a verificar que, para cada = € X, la sucesion (g,(x))nen €s creciente y
con g,(z) — f(x).
Si x € X, esto es si f(x) = 400, esto resulta de tener g,(zr) = 400, para todo
x. Caso contrario, se tiene que f(z) < 400 y la afirmacién resulta de que, para cada
n €N, gn(r) < gnpr(z) y

1

£(@) = 5 < onle) < J(0). 27)

Ahora, siendo p € N, tal que =z € X,, ,,, se observa

Pl by < 2, (2.8)

esto es,

0n(2) £ 1) < gala) + o1

condiciones equivalentes a (2.7) y por otro lado, escribiendo (2.8) en la forma

2p — 2 2p
Wﬁf($)<ﬁ7

se observa que, o

2p — 2
ng($)<

2p—1 , 2p—1 2p
o O e ST <5

4L as funciones g, no son en general simples, ya que pueden tomar el valor 400 y un niimero infinito de
valores reales (aunque discretos).
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teniendo, en el primer caso, x € X,,119,-1 Yy por lo tanto g,1(z) = gi’l—ﬁ y en el segundo

2p—1

caso, € X412, Y por lo tanto g,,+1(z) = 5+F1, €n ambos casos,

p—1 2p—2

gn(.iE) =

Parte 4 Sean, paracadan €N, f, : X — R, la funcién medible definida por

fu(7) = min{g,(z),n}

(Cf. el Teorema 2.91), funcién que es simple, tomando sélo un niimero finito de valores,
a saber, los de la forma p/2", conp € Zy 0 < p < 2" -n (en la siguiente Figura se

representa, para los primeros valores de n, los valores posibles para f,,(z)).

Figura 2.1: Primeros valores para f,(z).

Estas funciones simples comprueban, para cada x € X, las condiciones del enunciados,

especificamente f,,(2) < fus1(x) y fulz) = f(2).

Se tiene:

fn(x) < gn(ZI}) < gn+1<x) y fn(x) <n<n+l
se concluye que

fn(x) S min{gnJrl(x)v n+ 1} = fn+1($)'
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Si x € X, se tiene f(z) = 400y gn(x) = +o00, por lo que f,(z) = n, lo que implica
que fn(x) = 400 = f(z). Si x ¢ Xo, tenemos que f(z) < +oo y eligiendo ny € N tal

que ng > f(x), tenemos, para cada n > ng, g,(z) < f(z) < n, donde

fn(x) = min{gn(m)’ n} = gn(.CE),

por lo que, por ser g,(x) — f(z), se tiene también que f,(z) — f(z).
Proposicién 2.114 (Aditividad). Sea un espacio de medida (X, M, u) y f,g: X — R, dos

aplicaciones medibles se tiene entonces

/[f($)+g(ﬂf)]du(«%’) = /f(w)du(l’) +/g(l’)du(:ﬂ)-

Prueba. Teniendo en cuenta el Teorema 2.113, se puede considerar dos sucesiones crecientes
de funciones simples f,, g,: X — R, tales que, f.(x) — f(z)y gu(z) — g(x), Vo € X.
entonces con una funcién simple f, + g,: X — R, para la cual se tiene, para cada r € X
que fn(x) + gn(z) — f(z) + g(x). Tomando en consideracién el teorema de convergencia

mondtona y la conclusién de la parte 2. del Teorema 2.105 que

J 1@+ gu@dita) = [ fute)dnte) + [ gule)dto).
se tiene por un lado, el limite [[f(z) + g(z)]du(z) y por otro lado, el limite [ f(z)du(x) +
[ g(z)dp(z), lo que implica que
Ju@) + g@duta) = [ siduta) + [ gle)duts).

Proposicion 2.115 (Aditividad contable). Sea un espacio de medida (X, M, u) y (f;);e,

una familia contable de funciones medibles f;: X — R,. Entonces es medible la funcién
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> ies fi X = Ry definida por (3., f5)(x) = 2, fi(x), y se tiene

[ t@iuta) =X [ fiwduta

Jjed jeJ
Prueba. J es finito por aditividad, por el principio de induccién sobre el nimero de elementos
de J teniendo en consideracién el hecho que la integral de la funcién idénticamente nula,
es igual a cero. Para el caso numerable; basta por un cambio del conjunto de indices, se
examina el caso en que J = N, ahora en este caso se sabe por la Proposicidon 2.9 que se tiene
(Xjes fi)(@) = lim S, (x),donde S, (x) = >_ fj(x), y por tanto los S, () constituyen una

jeJ

sucesion creciente. Ya que, para el caso finito, los S,,: X — R, son funciones medibles, con

[ suwyin /f] Jpu(z

se implica del Teorema 2.111, teniendo una vez mds en cuenta la Proposicién 2.9 que

3 piuta) =tim [ Su(@)duta —hmZ/fg Jin(e) = 3~ [ 5@)duta

JjEN jEN

jeJ

Proposicion 2.116 (Medida definida por una funcién medible). Sea un espacio de medida
(X, M, )y f: X — R, una funcién medible. Paratodo A € M, se puede entonces considerar
el espacio de medida restringida (A, M4, i14) (Cf. la Definicién 2.32) y la medida zi(5): M —

R, definida por

pn (A /f|A x)dpjalz /f Wa(2)dp(z).15

Se teiene ademds de eso que fi(s)(A) = 0, para cada A € M, tal que p(A) = 0.

15La que damos un nombre de medida asociada a funcién medible f.
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Prueba. Recuérdese que la conclusidén es ya conocida en el caso que f sea funcidén simple
(Cf. el Lema 2.110). Suponiendo ahora que f: X — R, sea funcién medible, considere
por el Teorema 2.113 una sucesién creciente de funciones f,: X — R, simples, tales que
fn(X) — f(x), para cada x € X. Para cada A € M, se tiene entonces sucesiones crecientes
de funciones simples f,, - [4: X — Ry y fha: A = Ry, con (fy, - I4)(x) — f(x)la(x), para
cada v € Xy foa(x) — fla(x) para cada x € X y por tanto teniendo en cuenta el caso ya

conocido y el teorema de convergencia mondtona.

/fA x)dpya(x —llm/an z)dpa(z —hm/fn VMa(x)du(z /f 4 (z)dp(z)

Se puede ahora definir una aplicacién ji(5): M — R_. por cualquiera de las dos caracterizaciones

en el enunciado y utilizando la segunda, se observa que (s (¢) = [ Odpu(z) = 0y para que,

una familia contable de conjuntos (A;);c; sea medible y disjuntos dos a dos, con A = (J A;,
jed

el hecho de ser I4(X) = > .., I4,(X) para cada z € X; implica, por la Proposicién 2.115,

jed

que

I (A /f )La(z)dp(z Z/f M, (z)dp(x) = pep)(

jeJ jedJ

lo que muestra que tenemos efectivamente una medida ji(y) de la o- Algebra M. El hecho de
tener pp(A;) = 0, siempre que p(A) = 0 es una consecuencia de la primera caracterizacién

de ju()(A) teniendo en cuenta lo referido en la linea 1. del Teorema 2.108.

Escolio 2.117. En general, siempre que (X, M, 1) sea un espacio de mediday A € M, se

usa la notacién

/A f(@)du(z)
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para significar [ fla(x)dpa(x), siempre que f es una funcién definida en una parte de X
contenido en A, cuya restricciéon a A sea medible. En el caso en que X =Ry p, la medida de

Lebesgue de los borelianos de R, se escribe también simplemente

/A f(@)d(z),

con esta notacién la primera caracterizacién de /i(s)(A) en Proposicién 2.116 puede ser también

escrita en la forma
ir(A) = /A £ () du(x)

Corolario 2.118. Sea un espacio de medida (X, M, x1), una funcién medible f: X — R,y

Y C X un conjunto medible, con 1(Y’) = 0 se tiene entonces

/X S = [ r@ute)

Prueba. Puesto que también se tiene i(5)(Y) = 0, se deduce que

/X (@) = pep () = pp (XA + () = [ s@an(a)

Proposicion 2.119 (Complemento de la linea 3. del Teorema 2.108). Sea un espacio de

medida (X, M, )y f: X — R, una funcién medible. Se tiene entonces

/ (+00) - F()dulz) = (+00) - / F (@) du(z).

Prueba. Se comienza por definir para cada z € X la sucesion (nf(z))nen de elementos de

R, es creciente y tiene limite (+00) - f(z). Entonces aplicando el Teorema 2.111, se obtiene

/ (4+00) - f(x)dps(x) = lim / nf(2)du(z) = limn / f(@)du(x) = (+00) - / f(@)dpz).
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Corolario 2.120. Sea un espacio de medida (X, M, p), con u(X) # 0; entonces

/X (+00)du(z) = (+00)

Prueba. Puesto que la funcién constante 1 es simple y con

/X Ldp(z) = p(X) > 0

Se deduce que

/}((+Oo)dﬂ(37):/(+OO)-1d/L($):(+oo)-,u(X):+oo

X

Corolario 2.121. Sea (X, M, i) espacio de medida, tal que u(X) #0y f: X — R, sea una

aplicacién medible tal que f(x) > 0, para cada x € X se tiene entonces

/X f(@)dp(z) > 0

Prueba. Toda vez que (+00) - f(x) = 400, para cada © € X podemos tener en cuenta el

corolario precedente para deducir que

(+00) - / f(@)du(x) = / (+00) - f(2)du(x) = / (+o0)du(z) = +oo,

X

por tanto [ f(z)du(z) > 0.

Definicion 2.122. En un espacio de medida (X, M, u), se dice que una propiedad relativa
a los puntos © € X es verdadera casi siempre (o verdadera en casi todos los puntos de X),
si existe un conjunto Y € M, con u(Y) = 0, tal que la propiedad es verdadera para cada

reX\Y.
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En particular, si una propiedad es verdadera para todo el z € X; entonces ella también es
verdadera casi siempre, visto que se puede considerar para Y el conjunto vacio (). Es también
claro que, si una propiedad es verdadera casi siempre y es falso para todo x en cierto conjunto
medible Y, entonces p(Y’) = 0 (relativo a esta definicién se debe tener que Y’ C Y'). En
particular, si el conjunto Y’ de los puntos en que la propiedad es falsa fuera medible, la propiedad
es verdadera casi siempre si y sélo si u(Y') = 0.

Un hecho importante, que serd aplicado en adelante es que dos propiedades son verdaderas
casi siempre, entonces su conjuncidon y también es verdadera casi siempre una vez que siendo
Y)Y € M, con u(Y) =0y p(Y’) = 0 tales que la primera propiedad sea verdadera para
cada x € X \ Y y la segunda serd verdadera para cada x € X \ Y/, entonces Y UY’ € M
verifica todavia u(Y UY’) = 0, y las dos propiedades son simultaneamente verdaderas para

cadaz e X\ (YUY

Corolario 2.123. Sean (X, M, ;1) un espacio de medida y f: X — R, una funcién medible

tal que
[ f@dua) < +oc

se tiene entonces f(x) < +oo casi siempre, esto es, existe Y € M con p(Y) = 0, tal que

f(x) < +00 para cada x € X \ V.1

Prueba. Para Y € M el conjunto de los puntos = € X tales que f(x) = +00, se tiene

[ Foedduta) = pp(¥) < () = [ fladnta) < +ox,

16Por el contrario, de tenerse f(x) < +oo casi siempre, no se puede deducir que J fdp < oo; basta pensar
en por ejemplo, una funcidn de valor constante 1, en un espacio de medida +oc.
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donde por el Corolario 2.120, (YY) = 0.

Corolario 2.124. Sean (X, M, 1) un espacio de medida y f: X — R, una funcién medible,

se tiene entonces
| Ha@ldut) =0,
si y sélo si f(x) = 0 casi siempre; esto es, si y sélo si existe Y € M, con u(Y) = 0, tal que

f(z) =0, paracadaxz € X \Y,

Prueba. Suponga que exista Y € M, con u(Y) =0, tal que f(z) =0 paracadaz € X \Y.

Teniendo en cuenta la linea 1. del Teorema 2.108 y del Corolario 2.118, se tiene entonces

th@MM@=:Xqummm=o.

Suponga, reciprocamente que [ f(z)du(z) =0y sea Y € M el conjunto de los = € X tales

que f(z) > 0, se tiene entonces
[ #@)inte) = ny (V) < iy (30 = [ la)auta) =0
y por tanto teniendo en cuenta el corolario 2.121, se tiene p(Y') = 0.

Corolario 2.125. Sean (X, M, ) espacio de medida y f,g: X — R, dos aplicaciones medi-

bles tales que f(z) < g(x) casi siempre. Entonces

Aﬂmwmséawwm

En particular, si f(z) = g(x) casi siempre, entonces por monotonia

[Qummwzéa@wm>
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Prueba. Teniendo en cuenta el corolario 2.118, siendo Y € M, con u(Y') = 0; tal que, para

cadax € X \Y, f(z) < g(z), se tiene por monotonia

/X fine) = [ finte) < /

X\Y

@)du(z) = [ gladu(o).

X

Proposicion 2.126 (La integral para la medida de conteo). Sea X un conjunto y considere
P(X) la o-Algebra de todos los subconjuntos de X y la medida de conteo v: P(X) — R, (Cf.

la Definicién 2.34) para cada funcién f: X — R, se tiene entonces que f es medible y

/X () = 3 f().

zeX

En particular, recordando la Proposicién 2.16, si [, f(x)dv(xz) < 400, entonces existe un

conjunto contable Y C X tal que f(x) =0, paracadaz € X \ Y.
Prueba. Se va a dividir la demostracién en cuatro partes:

Parte 1 El hecho de ser f medible es consecuencia directa de que la J—Algebra considerada es

la J—Algebra de todas las partes de X.

Parte 2 Se va a mostrar que la igualdad del enunciado es verdadera en el caso f: X — R, sea
funcién simple: En efecto, sea (X;);cs, una familia finita de subconjuntos de X disjuntos
dos a dos y de unién X, tal que f(z) tome el valor constante a; para z € X;. Se tiene

entonces recordando la propiedad asociativa de las sumas,
/ f(z)dv(z) = ZaiV(Xi) = Zai<z 1) = Z(Z CLi) = Z(Z f(@) = Zf(x)
X icl icl zeX; el zeX; icl zEX; zeX

Parte 3 Se muestra que

S f@) < /X F(a)dv(x)

zeX
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En efecto; note que, si existe z € X tal que f(x) = 400 la desigualdad es verdadera, por
ser el segundo miembro +o0o (Cf. el Corolario 2.123 teniendo en cuenta el hecho de, para
la medida de conteo, v(A) = 0, implica que A = )). Suponga entonces que f(x) < +00,
para todo x € X. Sea A C X un subconjunto finito arbitrario. Se tiene entonces que
la funcién f - I4 es una funcién simple, con una particién adaptada constituida por los
conjuntos unitarios {z}, x € A, donde toma el valor f(z)y por el conjunto X \ A donde

toma el valor 0, ya que f(z)la(x) < f(x), para cada = € X, entonces

S f@)=0-v(X\A)+ > flaw({z}) /f L a(x)dv(x /f )dv(z

€A T€EA

teniendo en cuenta la definicién de ) ©__  f(x) como supremo de todas las sumas parciales

finitas, se concluye asi la desigualdad.

Parte 4 se va a verificar, finalmente la desigualdad opuesta

/f Ydv(x <Zf

En efecto: Sea ¢g: X — R, una funcién simple arbitraria, con g(z) < f(z), para cada

x € X. Teniéndose en cuenta el que se vié en 2), se tiene entonces

/X g@)dv(z) =Y o) < 3 f(a)

zeX zeX

y teniendo en cuenta la integral de una funcién medible en su definicién, como supremo

de integrales de funciones simples, implica la desigualdad enunciada.

Lema 2.127 (Fatou). Sea (X, M, p) espacio de medida y una sucesién (f,,),en de funciones
fn: X — R, medibles, tales que f,,(z) — f(x), para cada z € X se tiene entonces, para la
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funcién medible f: X — R, asi definida cualquiera que sea

Z</}@mmm7

existe entonces ng € N de tal manera que, para todo n > ny,

z</nmwm

Prueba. Para todo n € N, sean g,: X — R, funciones medibles definidas por

gn(z) = inf fy(x)

p>n
(Cf. el Teorema 2.91) y recuerde que, como refiere el Teorema 2.92, f: X — KJF, es medible

y f(z) = supgn(z). Ya que, para cada z € X la sucesién de los g, () es creciente, se tiene
neN

también g, (z) — f(z) donde por el teorema de la convergencia monoténa.

[ otauta) - [ f@yinto)

siendo [ < [ f(z)du(x) arbitraria, existe si ng tal que, para cada n > ng, | < [ gn(z)dp(z)y

entonces el hecho de tener para cada z, g,(z) < f.(z), por tanto

[ onta)dnta) < [ fula)duta)
implica que también se tiene | < [ f,,(z)dpu(x).

Teorema 2.128 (Convergencia dominada). Sean (X, M, i) un espacio de medida y (f,)nen
una sucesién de funciones medibles f,: X — R, tales que f,,(z) — f(z) paracadaz € X y

que exista una aplicacién medible g: X — R, con

La@wm<+w
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y fu(z) < g(z) paracadan € Ny x € X se tiene entonces, para la funcién medible f: X — R,

asi definida
/X fol@)dp(z) /X f(@)du(z).

Prueba. Se tiene f,,(z) — f(x) con f,(x) < g(z), se concluye también que f(z) < g(z).
Por hipétesis se tiene g(z) < 400, para todo x € X. La funcién g y por tanto las
funciones f,, y f toman asi valores en R, Teniendo en cuenta la linea 2) del Teorema 2.88 se
puede considerar las funciones medibles g — f,,: X - R, y g — f: X — R, para las cuales se
tiene g(z) — fu(z) — g(x) — f(z), para cada x € X, como g(z) = [g(x) — f(z)] + f(x) y

9(x) = [9(x) = ful@)] + fu(x) se deduce que
/X g(x)du(x) = /X l9() — f()]dn(x) + /X f(x)du(z), (2.9)

[ s@int) = [ low) ~ fuldute) + [ Sawdnta),

X X X

en particular las integrales que estan en el segundo miembro también son finitas. Sea § > 0
arbitrario. Aplicando el lema de Fatou, las sucesiones de funciones f,(z) — f(z)y g(z) —
fo(x) — g(z) — f(x) y escogiendo a la mayor de las dos anteriores, se observa que existe

no € N, tal que, para cada n > ny,

[ = ([ ran) =6 [lo=tidn> ([lo - fan) -

en la que en la segunda desigualdad, teniendo en cuenta la identidad (2.9) puede ser escrita en

las formas equivalentes

Joau= [ udu> [odu= ([ san) =6 [ fudu< ([ san) s
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se concluye asi que, para cada n < ny,

(/fd“)_5</fndu<</fdﬂ>+5

lo que muestra que se tiene efectivamente, [ f,du — [ fdu. Ahora se tiene que g(z) < +o0,
para cada z € X. Recuerde que por el Corolario 2.123, existe Y € M, con u(Y') =0, tal que

g(x) < 400, para cada z € X \ Y, asi por estar

/X\Yg(y)du(y) = ) (X \Y) < pugy (X) = /Xg(x)du(y) < 400

se pueden aplicar el caso ya estudiado de las restricciones de f y de los f,, a X \ Y para concluir

se tiene en cuenta el Corolario 2.118 que

/an(x)du(ﬂf)Z X\Yfn(fL“)Olu(f'?)—> f(X)du(X)Z/Xf(x)du(iﬂ)

X\Y
Proposicién 2.129 (La integral para la medida 1(5)). Sean (X, M, ;1) espacio de medida y una
funcién medible f: X — R, y considere la medida correspondiente pipy: M — R, definida en

la Proposicién 2.116 para cada aplicacién medible g: X — R_, se tiene entonces

/ 9()dpip)(x) = / o) f () du(x).

Prueba. En el caso en que g es una funcién indicatriz 4 de un conjunto A € M, la igualdad

del enunciado se reduce a la definicién de iy,

[ i@ (@) = i) = [ L) se)duta).

suponga que ¢g: X — R, es una funcién simple y sea (X;),;c; una familia finita de conjuntos
medibles, disjuntos dos a dos y de unién X tal que, para cada z € X, g(z) = a; € R4, se tiene
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entonces para cada © € X, g(x) = ), ;a;x;(x) donde se tiene en cuenta la Proposicién
2.115 y la parte 3. del Teorema 2.108.
J9@)duc)(@)=3"1c; 05 [ Ix; (x)du(x) = 32 e 5 a5 [ Ix, () f(x)dp(z)

=) 2jesailx; () f( = [ 9(@)f(z)du(z).

Supdngase que g: X — R, sea una funcién medible arbitraria. Se puede considerar una
sucesion creciente g,: X — R de funciones simples, tales que, para cada z € X, g,(x) — g(x)
y por tanto g(z) es el supremo de los ¢,,(x). Las funciones medibles g, (z)f(x), establecen una
sucesién creciente de funciones con g, (z) f(x) — g(z)f(z), visto que, tanto en el caso en que
f(z) =0, como en aquel en que g(x) = 0, también se tiene que g, (x)f(z) = 0, para todo n.
Se puede entonces aplicar el Teorema 2.111 (convergencia monétona) y el caso particular, ya

estudiado, de las funciones simples, para deducir que

[ s@nip () = 1im [ gu(@rduiy (@) =t [ @) f@)dta) = [ 900 f@)aute)

Proposicion 2.130 (Monotonia relativa a la medida). Sea (X, M), un espacio medible y
t, 1’ M — R, dos medidas tales que, para cada A € M, u(A) < 1/(A), para cada aplicacién

medible f: X — R., se tiene entonces

/f Jaju(x /f )y (@

Prueba. Comienze por el caso en que f sea una funcién simple y sea (X;);c; una familia finita
de conjuntos medibles disjuntos dos a dos y de unién X, tal que en cada X; la funcién f toma

el valor constante a;. Se tiene entonces

/X F@)du) =Y am(X) < 3 ag (X / F ()i (a

el i€l
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en el caso general en que f: X — R, sea medible, se puede aplicar directamente la definicién
de la integral como un supremo: Para cada funcién simple h: X — R, tal que h(x) < f(x),

para todo = € X, se tiene

[ perinte) < [ m@a@) < [ i)

y de aqui se deduce la desigualdad del enunciado.

Proposiciéon 2.131 (Adicién de medidas y multiplicacién por una constante). Sean (X, M),
un espacio medible, s, ;' M — R, dos medidas y @ € R, y ademds considere las medidas
p+ M — Ry y au: M — R, (Cf. la Proposicién 2.35) para cada funcién medible

f: X — R, se tiene entonces

/X F)d(u+ i) / F()dn( / F ()i (z / f(@)d(ap)(@) = a /X F()du(z)

Prueba. Primero se prueba el caso en que f sea una aplicacién simple y sea (X;);cs, una
familia de conjuntos medibles disjuntos dos a dos y de unién X, tales que en cada X;, la
aplicacién f toma el valor constante a;. Se tiene que

Jx F@)d(p+ 1) (@)= ai(p(Xa) + 1/ (X0)) = 3ser aatt(Xo) + 2y aipt' (Xi) =

=[x f(@)dp(z) + [ f(x)dp'(z),

similarmente se tiene

[ r@dtan@) = 3 san(x) = Y an(X) = o [ fayina

el el

A continuacién, para el caso general en el que f: X — R, , sea una funcién medible, considere

entonces una sucesién creciente f,,: X — R, de funciones simples, con f,(z) — f(z) y por
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tanto con f(x) siendo igual al supremo de los f,(x), para z € X (Cf. el Teorema 2.113) y
aplicando el Teorema 2.111 (Convergencia mondtona) para concluir que
Sy (@)l + ) () =lim [y ful@)d(e+ ) () = iy ful@)dpu(z) + [y ful@)dpt (2))
—tim fy fu(w)dpe) +1m [y fu(@)dp'(2) = [ f@)dp(a) + [y f(@)dp(2)

Similarmente se tiene, para n € N, que [ f,dp < [ fdu, donde [ f,dpu =0, en el caso en
que [ fdu =0,
fi S ) =lim [y, fu(@)d(ap) (@) = lima [y fo(x)dp(x) = alim [y f,(@)du(z)

o [y f(@)du(z)

(en el caso en que a =00 [ fdu =0, se tiene a [ f,du = 0 para cada n).

Proposicion 2.132 (Teorema trivial del cambio de variables). Considere (X, M, i), (Y, N, i)
dos espacios de medida y una aplicacién medible ¢: X — Y compatible con las medidas, esto
es, con u[p* (B)] = p/(B), para cada B € N. (Cf. la Definicién 2.71), para cada aplicacién

medible f:Y — R, se tiene entonces, para la aplicacién medible f o ¢: X — R,

[t = [ s

Prueba. Primer, en el caso en que la funcién f es simple, sea (Y;);c; una familia finita de
subconjuntos medibles de Y, disjuntos dos a dos de unién Y, tales que, para cada y € Y;, f(y)
tiene un valor contante a; € K+. Se tiene entonces que los conjuntos <p‘_(YZ-) € M son
disjuntos dos a dos y de unién X vy la aplicacién f o ¢ toma el valor constante a; en ¢ (Y;)
por lo que f o ¢ también es una funcidn simple y por definicién,

[ 50 0) = 3 e () = 3 el 0) = [ Fpteute)

el i€l
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Para el caso general, en que f:Y — R, sea una aplicacién medible; se puede encontrar una
sucesién creciente de funciones simples f,,: Y — R, con f, — f(y), para cada y € Yy puesto
que los f, o p: X — R, constituyen también una sucesién creciente de funciones simples
con fn(p(x)) — flp(z)] para cada © € X, se obtiene por el Teorema 2.111 (Convergencia

monoténa)

/Y fy)dp'(y) = lim /Y faly)dp/(y) = lim /X falp(@))dp(z) = /X flo(z))du(x)
2.6 Marco Conceptual

Se hizo un glosario con todos los conceptos que estdn interrelacionados con nuestro objeto de

estudio; a saber,

1. Longitud. Se denomina longitud a la medida de un intervalo; es claro lo que es la longitud
de un intervalo acotado cualesquiera, pues la longitud de un intervalo con extremos «a
y b es el nimero real [(I) = b — a. Con esto se mide intervalos y de entre éstos a los
intervalos abiertos. La longitud de la unién de dos intervalos abiertos disjuntos y acotados
G = (a,b)U(c,d) donde b < ces el nimero real [(G) = b—a+d— c. Ahoa definicién de
intervalos abiertos en general. Para un conjunto abierto y acotado de R se descompone
de manera unica en una unién disjunta, a lo mas numerable ,de intervalos abiertos. Por

lo tanto se define para cualquier conjunto abierto G < R la longitud de G como

1@ = S 1G)

donde G = U,—1j, es la descomposicién (dnica)de G como unién de una coleccidn
disjunta, a lo mas numerable de intervalos abiertos. Una observacién importante es que
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si G es un conjunto abierto acotado entonces I(G) < oo y por lo tanto la suma en la

longitud es una suma absolutamente convergente.

. Funcidn creciente. Una la funcién f:R — R es creciente si z < y entonces f(z) < f(y)

es estrictamente creciente si z < y, por lo tanto f(z) < f(y)

. Conjunto abierto. El conjunto abierto, en topologia y en diferentes ramas de las
matemadticas, es un conjunto en el que cada uno de sus elementos tiene un entorno que
incluye el mismo conjunto, de manera mas intuitiva, ningln elemento de dicho conjunto

pertenece también a la frontera de éste conjunto.

. Cardinalidad. El nimero cardinal del conjunto A se llama cardinalidad de A en particular
para cualquier conjunto A que es equipotentea A = {1,2,...,n} se escribe Card(A) = n
Para cualquier conjunto A equipotente al conjunto de los nlimeros naturales, se escribe
A ~ N. También se escribe Card(A) = N, llamado Alef, para cualquier A ~ R, se

escribe Card(A) = ¢, llamada cardinalidad del continuo.

. Conjuntos cerrados. En topologia, el conjunto A es cerrado, si el complemento de

conjunto es abierto i.e. si existe GG abierto tal que X \ G = A.

. Familia de conjuntos. La familia de conjuntos o coleccién es una clase cuyos elementos

son conjuntos.

. Topologia Usual R™. Sea I un conjunto finito no vacio y consideramos el conjunto
A p(I,R) de las aplicaciones I — R. Considerando las métricas euclideanas ds y el
maximo d,, en este conjunto, aunque en general, definen espacios métricos diferentes,
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éstas métricas definen la misma topologia (la que generalmente se conoce como topologia
candnica o topologia usual). En particular, en el caso en el que I = {1,...,n}, Ap(I,R)

es el mismo que R™ y se habla de la topologia candnica de R™.

Conclusion
En el presente apartado se estudiaron las medidas en U—Algebras de Borel y la integralde

Lebesque, coneptos esenciales para el desarrollo del presente trabajo.
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Capitulo 3

Espacios de Medida en la J-Algebra de
los Borelianos

3.1 Cardinalidad de los Borelianos

En esta seccion se establece la cardinalidad de la o-dlgebra de Borel que sirve de base en
las jerarquias de Borel, se trabaja con el enfoque de [Rana, 2002] (Rana, Inder 2002 p.110).
Lebesgue utilizé a los nimeros ordinales para clasificar a los borelianos segtin su complejidad.
Mas atin, utilizando esa jerarquia, es posible demostrar que existen 2% subconjuntos borelianos
de R. Histéricamente Aleksandrov y Suslin demostraron la hipétesis del continuo es cierta para
los conjuntos analiticos de Borel. Se trabaja con el enfoque de [Srivastava, 1998] (Srivastava,

Sashi Mohan 2008 p.127) A continuaci'on, se extrae de [Asmat Medina, 2021] la siguiente

Definicion 3.1. Un conjunto A se dice que es transitivo, si dado cualquier x tal que = € A,

se verifica x C A.
Ejemplo 3.2. A continuacién, se presentan algunos ejemplos:

1. {1} no es un conjunto transitivo, pues 1 € {1} y en cambio 1 no es subconjuntos de {1}.

2. Trivialmente la clase universal es transitiva.
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3. w es un conjunto transitivo, pues si n = {0,1,2,...,n — 1} € w, entonces n =

{0,1,2,...,n—1} Cw.

Definicién 3.3. Un conjunto es un nimero ordinal si él es vacio o es transitivo y bien ordenado
bajo la relacién de pertenencia €. La idea de definir nimeros ordinales es que o < & a €
By a={B]|5 < a}. Denote los nimeros ordinales con letras griegas mindsculas «, 3,7, ...

La clase de todos los ordinales es denotada por Ord.

Teorema 3.4 (Principio del Minimo Ordinal). Sea C una clase no vacia de ndmeros ordinales,

entonces existe o € C, tal que Vg € C,a < 5.

Teorema 3.5 (Principio de Induccién Transfinita). Sea P(z) una propiedad (posiblemente con

pardmetros). Asuma que para todos los nimeros ordinales a:

Si P(p) vale para todo 8 < a, entonces P(«) vale. (3.1)

Entonces P(«) vale para todos los ordinales .

Prueba. Suponga que P(«) no vale para todos los ordinales «, es decir o € Ord tal que
P(o) sea falso. Sea C = {5 € Ord | P(f3) sea Falso}.

Note que que C # (), pues a € C. Por el principio del minimo ordinal, existe o € C, tal que
para todo B € C, ap < .

Se muestra que para todo z < ag, P(x) es verdadero pues z ¢ C. Por hipétesis se tiene lo
siguiente: P(ayp) es verdadero y como o € C = P(ay) es falso (Absurdo). Contradice por
haber supuesto que existe un ordinal para el cual la propiedad sea falsa. Luego debe ser que
P(ay) es verdadero para todo a € Ord.
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Teorema 3.6. Sea w; definido por w; = {« | a es un ordinal numerable}. Entonces w; es el
menor ordinal no numerable.

wy tiene las siguientes propiedades:

1. w; es el primer ordinal no numerable.

2. Para cada a € wy, el conjunto {f € wy | B < a} es numerable.

3. Como wy es bien ordenado, se puede aplicar el método de recursién transfinita sobre él.

4. Si el conjunto A = {a, | n € w} es un subconjunto numerable de wy, se tiene que existe

sup A = UA y ademas, sup A € w;.

Definicién 3.7. Dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad (nimero cardinal o sim-

plemente cardinal) y se escribe A ~ B, si existe una biyeccién f: A — B.

Definicion 3.8. El ordinal minimo que sea biyectivo a A, se llama cardinalidad de A y se

denota por |A|, esto es |A| = min{a | a es ordinal y A ~ a}

Notacién 3. Se define al nimero ¥y como cardinal del conjunto de los ndmeros infinitos
numerables, también conocido como cardinalidad del conjunto de los nimeros naturales, es

decir Xy = |N].

Notacion 4. Al nimero ¢ se llama cardinal de nimeros reales, también conocido cardinali-
dad del continuo, esto es ¢ = |R|. Existen algunas propiedades importantes como lo refiere
[Miller, 1981] “todo conjunto de nimeros reales tiene de cardinalidad menor o igual a la del

continuo, tiene medida cero”.
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Lema 3.9. 1. Sea Z, denota la clase de todos los intervalos abiertos de R con extremos

racionales, entonces M(Z ) = Bg.

2. Sea Z, denota la clase de todos los intervalos de [0, 1] con extremos diddicos (i.e; puntos

de la forma m/2" para algunos enteros m y n), muestre que M(Z,) = Bg N [0, 1].

El correspondiente resultado para J—Algebras es el siguiente: Para cualquier familia C de

subconjuntos de X, sea

c:={|JE: |Vi,o E;€Co Ef €C}.

i=1
Denote €2 el primer ndmero ordinal no contable. Sea Cy: = C U {X} y sea a cualquier nimero
ordinal, 0 < a < Q. Use induccién transfinita para definir C, como sigue: Suponga para cada

B < a, Cg ha sido definida. Defina

c=( U cﬁ)*.

0<p<«

Entonces se tiene el siguiente

Teorema 3.10. Sea C una familia de subconjuntos de X y para cada cada ndmero ordinal
a € (0,9, sea C, definido anteriormente. Entonces S:= |J C, es una o-Algebra de

0<a<

subconjuntos de X. De hecho, S = M(C), la J—Algebra generada por C.

Prueba. Claramente, si a < 8 < (), entonces C, C C; C Cg y para que A € C, y por lo
tanto, A € C}, para cada § > «a. Asi A € S implicaria que A° € S. Ahora sea A; € C, para

1 =1,2,... Entonces
UJaie ) ccs
=1 =1
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para cada [ tal que 8 > «,. Para cada n. Por tanto A; € §, ¢ = 1,2,..., implicaria que,
U,—; Ai € S. Finalmente, ) = X¢ € C; C Sy por tanto X € S. Esto prueba que S es
una o-Algebra. Sea B cualquier o-Algebra de subconjuntos de X tal que B O C. Entonces
claramente B D C;. Ademds, si C, C B, entonces C; C By por tanto Bg C B para cada

B < Q. Asi § C B, mostrando que S = M(C).
Corolario 3.11. La o-Algebra Bg de borel subconjunto de R tiene la cardinalidad ¢ del continuo.

Prueba. Puesto que cada singulete {x} es un conjunto cerrado, {z} € Bg. Asi By tiene
cardinalidad al menos ¢. Por otro lado, dendtese por C = {]a,b[C R | a,b € Q} la clase de los
intervalos abiertos en R con extremos racionales. Por el Lema 3.9, M(C) = By.

Por el Teorema 3.10,

Me)= | ¢

0<B<Q

Note que Cy tiene un nimero contable e infinito de elementos y para construir un elemento de
Co se tiene que elegir Ny elementos, cada elemento teniendo dos alternativas, o esta en Cy o
esta en su complemento. Por lo tanto C = C; tendra a los mas 2% elementos. Ahora asuma
que cada C, tenga cardinalidad a lo mds ¢. Ahora asuma que cada C, tenga cardinalidad a lo

mas ¢ para o < 5. Entonces

Claramente, {a | a < (B} tiene cardinalidad a lo mas R y por tanto ( |J C,)* tiene cardinal-
1<a<p

idad a lo mds ¢- Xy = ¢. Asi, Cs tendrd cardinalidad a lo mds ¢. Por induccién transfinita, cada

Cs, con B < €, tiene cardinalidad a lo més ¢. Por tanto M(C) = |J Cjp tendrd cardinalidad
1<5<9Q

a lo més ¢ - ¢ = ¢, probando que Bg = M(C) tiene cardinalidad exactamente ¢ elementos.
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Escolio 3.12. Recuérdese que |Bg| = |R|, por lo tanto si F denota la familia de los conjuntos
de Borel de medida cero, se tiene que |F| = |Br| = |R|. Por otra parte, Q es un Boreliano de

medida cero, entonces P(Q) C F, luego |F| = |R|.

3.2 Medida de Lebesgue en Dimensiones Superiores

Definicion 3.13 (Intervalos semiabiertos en R™). Sea un nimero natural n > 1, se llama

intervalo semiabierto de R™ a cualquier conjunto A C R"™ que tiene la forma
A =lay, by] X -+ X]ap, by), (3.2)
donde, para cada 1 < j < n, a; < bj, son nimeros reales.

En el caso n = 1, los intervalos semiabiertos de R son exactamente los R-intervalos semia-
biertos establecidos en la Definicién 2.36. Y cuando un intervalo semiabierto A es no vacio, los
elementos a; y b; en la representacién (3.2) estan univocamente determinados por A y verifican
a; < bj, ya que |a;, b;] es necesariamente la imagen directa de A por la proyeccién candnica
m;:R" = R, mj(x1,22,...,2,) = x;; pero el conjunto vacio () es un intervalo semiabierto que
admite infinitas representaciones del tipo (3.2) a saber todas aquellas en que, para algin j,

aj = bj.

Proposicién 3.14 (Los intervalos semiabiertos como semianillos). Dado un n > 1, la clase S,
de los intervalos de R™ es un semianillo cuya o-Algebra generada es la o-Algebra Bg~ de los

borelianos de R™.

Prueba. El caso en que n = 1 es ya conocido (Proposicién 2.37 y la Proposicién 2.48).
Supdnga el resultado vélido para un cierto n > 1. Ya que R™ es la unién de familia contable de
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conjuntos | —p, p|", con p € N, se deduce de la Proposicién 2.79 y Proposicién 2.83 que la clase
S, x S de los productos Ax|a,1,b,11], con A €S,y any1 < byyq, s un semianillo de partes
de R™ x R, cuya U—Algebra generada es Brn ® Bg; es decir, teniendo en cuenta la Proposicién
2.85, es una U—Algebra Brnyr de los borelianos de R™ x R. Considere el homeomorfismo

0:R" x R — R, definido por

SO((‘TD s 7xn>7xn+l) - (‘rl? v 7xn7xn+1)7

se deduce de la Proposicién 2.78 y la Proposicién2.76 que S,,41 conincide con ¢, (S, X S) y es
un semianillo de partes de R"*!, cuya U—Algebra generada es ¢, (Bgrn ® Bg) o sea teniendo en
cuenta el Corolario 2.70, es la U—Algebra Bgni1 de los borelianos de R™!. El resultado queda

asi demostrado por induccién.

Teorema 3.15 (La medida de Lebesgue en R™). Sea n > 1, existe una y sélo una medida \,

en la J—Algebra Br~ de los borelianos de R" tal que, para cada
A =|ay, by|x]ag, by] X -+ X]an, by] € Spi1
(donde a; < b;), se tenga
M(A) =(by —ay) - (bg—az) - (by — ay).

Esta medida, la que se llama medida de Lebesgue de los borelianos en R™, es o-finita y coincide,
en el caso en que n = 1, con la medida de Lebesgue X de los borelianos de R, caracterizada en

la Definicién 2.46 y en el caso en que n = 2, con la medida producto A ® A.

Prueba. Se demuestra por induccién sobre n. Para el caso base n = 1, es conocido, puesto
que la medida de Lebesgue A\ de los borelianos de R es la tnica que verifica la condicién

122



A(Ja, b)) = b — a, siempre que a < b. Suponga el resultado verdadero para un cierto n > 1. Se
puede entonces considerar la medida producto A, ® A en la U—Algebra Brn @ Br = Bgnyr (Cf.
Proposicién 2.85) y tomar para A, la medida imagen directa ¢ * (A, @ A), en la o-Algebra de
los borelianos de R™™! (Cf. Proposicién 2.73), donde ¢: R" x R — R""! es el homeomorfismo
definido por

(@1, ..y Tn), Tpy1) = (1, o+, Ty Tp1),

medida para la cual se tiene, para cada
A :}(11, bl]X]ag, bQ] Xoeee x]an, bn] & Sn+1

(donde a; < b;),
A1 (A)=(An @ A) (971 (4))
=(An @ A)(Jar, bi]x]ag, ba] X -+ X]an, bn]) X (Jant1, bnya])
=An(Jar, bi]X]az, bo] X - X]an, bn]) X Alani1, bpy1])
=(by —a1) - (by—ap)---- (bnt1 — ans1)-
Esta medida es o-finita, que tiene restriccién o-finita al semianillo S,4;. Ya que R™""! es

unién de una familia contable de los conjuntos
| = p. o] € Spi1y con Aia (] = p,p]" ) = (2p)" < oo

La unicidad de la medida \,,;1 en las condiciones del enunciado es una consecuencia del teorema
de Hahn en el Teorema 2.60. Una vez que, para la medida producto A ® A, también se tiene
que

A ® AJaq, by|x]ag, ba]) = Aag, b1] x Mag, bo] = (by — aq) - (by — a2),
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se concluye que \s = A ® A

Proposicion 3.16. La medida de Lebesgue de los borelianos en R™ tiene las siguientes propiedades:

1. Si A C R™ es un boreliano acotado, entonces A\, (A) < +oo.

2. Si A C R™ es un boreliano con intA # (), entonces \,(A) > 0.

Prueba. De la hipétesis de 1, se puede considerar R > 0, tal que A C] — R, R]" por lo que se

tiene
A(A) < A\(]— R,R]") = (2R)" < +o0.
De la hipétesis de 2, siendo a = (ay,as,...,a,) € int A, se puede considerar € > 0, tal que
Jar —e,a1 + €l x]ag —€,a2 + €] x -+ X]a, —€,a, +€] C A
y entonces

0< (20)" = \u(Jar —g,a1 + €] x]ag —e,a2 + €] X -+ X]a, — &, a, +¢]) < A, (A).
Proposicion 3.17 (Algunos homeomorfismos compatibles con las medidas). Se tiene
1. Para cada 1 < j < n, se tiene un homeomorfismo 1/1j:R"_1 x R — R, definido por
Vi((z1, 2, ..y Tp1), @) = (T1,To, .o, Tjo1, T, Ty ooy Tpy),

el cual es compatible con las medidas, cuando en el dominio se considera la medida
An—1 ® Ay no en el espacio de llegada la medida A, (en ambos los casos en las o-

Algebras de los borelianos).
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2. Para cada 1 < m < n, se tiene un homeomorfismo 6,,: R™ x R"™" — R", definido por

Qm((xhx% R 7xm)7 (y17y27 S 7yn>> - (xth? e Ty Y1, Y2, - - Jyn)J

el cual es compatible con las medidas, cuando en el dominio se considera la medida
Am @ An—m y en el espacio de llegada la medida A, (en ambos los casos de las o-Algebra

de los borelianos).
Prueba.

1. Se tiene que mostrar que la imagen de la medida directa 1;, (\,—1 ® A) coincide con la
medida ), y eso resulta de la caracterizacién definida en el Teorema 3.15, ya que se tiene

V. (An-1 @ A)(Jar, bi]x]ag, ba] x - -+ X]an, by))

= A1 @ A(Jag, bi]X]ag, bo] x - -+ X]aj_1, bj—1]xX]a;41, bja]X]an, bu]) x]aj, bs])

= An—1(Jar, bi]X]ag, bo] x - -+ X]aj 1, bj1]X]aj41, bja]X]an, bn]) X Aay, bj])

2(51—a1)"'~~(bn—an).

2. Se tiene que demostrar que la medida imagen directa 0,,, (A, ® \,_,,) coincide con la
medida \,, y eso resulta de la caracterizacion en el Teorema 3.15, ya que se tiene

Om. A @ M) (Jag, by] x]ag, bg] X -+ - X]a,, by])

= Am @ Apom((Ja, bi]x]Jag, bo] X - X]am, bn]) X (Jami1, bmia]¥]an, bnl))

:<b1_a’1)""'(bn_an>-

Corolario 3.18. Siparal < j <n, A; C Resun boreliano, entonces también lo es el conjunto

Ay X Ay x --- A, CR" y ademas

Aa(Ar % - x Ay) = AA) - A(A).



En particular, se tiene tal como se sabia en el caso en que n = 1, \,(R™) = 400 y para cada

r = (r1,79,...,1,) € R",

An({a}) = An({za} x - x{zn}) = 0.

Prueba. Por principio de induccién sobre n, Para el caso n = 1 es trivial. Suponiendo verdadero
el resultado para el caso n y tomando, para cada 1 < j < n + 1, un boreliano A; C R la

hipdtesis inductiva garantiza que A; X --- X A, es un boreliano de R"™ con

A(Ap X oo x Ay) = A(Ay) -+ - AMAy)

por lo que (A; X -+- x A,) X A,11 es un boreliano de R x R con

(O @ N((Ar X -+ % Ay) X Agsr) = AL -+ M(An) - A(Anin)

y se deduce entonces de la linea 1. del resultado anterior, con j = n+1, que A; x---x A, XA, 11

es un boreliano de R™*! con

>\n+1(A1 X e X An X An+1) = )\(Al) ceeee )\(An> . )\(An+1)

lo cual se demuestra la prueba por induccién.

Proposicién 3.19 (Invarianza por traslacién). La medida de Lebesgue \,, en Bgn, es invariante
por traslacién, esto es, para cada * = (1,...,2,) € R", tiene una aplicaciéon bimedible
7.:R" — R™, 7,(y) = x + y, que es compatible con la medida de Lebesgue A, (o sea, A, es

T,-invariante, para cada x).

Prueba. La afirmacion de ser 7, medible, resulta del hecho de tratarse de un homeomorfismo
con inverso 7_,. Se tiene que mostrar es que la imagen directa 7,,\, coincide con la medida
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An Y eso resulta de la afirmacién de unicidad en la definicién de A, ya que siendo
A :]Cll,bl] Xoee X]an,bn] € Sn

(donde a; < b;), se tiene
Tesn(A) = N (—z + A) = N (Jar — 21,01 — x1] X -+ X]a, — T, by — 24])

= ((b1 —z1) — (a1 — 1)) - ((bn — @0) — (@n — ) = (by — 1) -+ (by — @n) = Au(A)
Proposicion 3.20 (Otra caracterizacién de la medida de Lebesgue). La medida de Lebesgue

A €n Bgn, es la Unica medida p de esta J—Algebra que es invariante por traslacién y verifica
que £(]0,1]") = 1.

Prueba. Se probd anteriormente que )\, es invariante por traslacién y por definicién, se verifica
1(]0,1]") = 1" = 1. Suponga ahora que y: Bgn — R es una medida cualesquiera invariante
bajo traslacién, tal que 1(]0,1]") = 1. Se va a demostrar que u = \,, dividiendo esa prueba en

cuatro partes:
Parte 1 Se comienza por demostrar que, si q1,...,q, € N, entonces

1 1 1 1 1 1
H<i|07_i|><i|0’_:|><i|07_i|>:_ ....... -
q1 q2 Gn q1 42 Gn

El conjunto |0, 1]", donde la medida x toma el valor de 1, es la unién disjunta de los

qi-qa - @n subconjuntos del tipo

1 1 L o, 1
[ PR h L PR LT TRt

@ @ 3@ g G’ Gn
con enteros pi, pa, . .., py Verificando 0 < p; < ¢; —1,Vj =1,...,n; tales subconjuntos
son todos traslaciénes de los conjuntos |0, qil]x](), q%] X -+ x]0, qi]) y por lo tanto son

medidos por 1 con el mismo valor.
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Parte 2 En general, Si r,79,...,7, son racionales estrictamente positivos, entonces
M(]07r1] X]O,Tg] Xoeee X]O”r’n]> :7”1 "]"2 ..... /r’n'

Si r; =p;j/qj, con ¢; € Ny p; >0 en Z basta notar que |0, r1]x]0,7s] X - -+ x]0,7,] es

unién disjunta de los p; ...ps...---...p, conjuntos

}ﬁ k1+1} x]@ kj?Jrl]x---x}E k:nJrl]

TR @ ¢ G’ Gn
con los enteros ki, ko, ..., ky, verifica 0 < k; < p; — 1, esos conjuntos que todos son
traslaciones de conjunto |0, -] x]0, -] x -+~ x]0, =] y por tanto son medidos por 1 con
el mismo valor qil . qiz ----- qin.
Parte 3 Sirq,ry,...,7, son reales estrictamente positivos, entonces
(10,71 x]0, o] X ... x]0, 7)) =1 sy ey

Para cada 1 < j < n, considere una sucesidon de nimeros racionales estrictamente

positivos (s;,)pen, decreciente convergiendo para r;, siendo para cada p € N,
A, =10, 81,5]%]0, 89,] X ... x]0, $pp],
se tiene A, 11 C A, y por lo que se vi6 en el caso estudiado en 2),
,U(Ap) = S1p-SopcccccSpp > T1 Ty Tps
en particular p(A;) < 400 ya vez que
(A =10, 71]x]0, 73] x -+ x]0, 7,
p

la igualdad es una consecuencia de la linea 7) de la Proposicién 2.31.
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Parte 4 Para todo

]al,bl]X]CLQ,bg} X oeee x]an,bn] € Sn

(donde a; < b;), se tiene

p(A) = (br —ar) - (by —ag) -+ (bn — an),

y consecuentemente, teniendo en cuenta la definicién de A\, en el Teorema 3.15, = \,,.
En efecto, si existe j tal que a; = b;, la igualdad resulta de tener A = (). Caso contrario,

tenemos una consecuencia de lo que se vio en 3), ya que se tiene

A= (ab cee 7an)+]0ab1 - al]x]ova - a?] Xowes X]Oabn - an]'

Corolario 3.21. Sea y definida en Bgs, de los borelianos de R", invariante por traslacién y
que p(A) < oo, para cada boreliano acotado A. Se tiene entonces ;1 = ¢)\,, para un cierto

0 < ¢ < 400 a saber que ¢ = pu(]0, 1)).

Prueba. Sea ¢ = p(]0,1]™). Si ¢ = 0 el hecho de R" sea reunién de una familia enumerable

de los conjuntos de la forma

]p17p1 + 1] X X]pnapn + 1]7

con los p; nimeros enteros, conjuntos aquellos que son todos traslaciones de |0, 1]", implica que
u(R™) = 0, y por tanto que la medida y es idénticamente nula. Si ¢ > 0, se puede considerar
la medida %,u, que es invariante por traslacién y toma el valor 1 en |0, 1], se tiene asi, por la

Proposicién 3.20, %,u = A\, por tanto p = cA,.
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3.3 J—Algebra Producto Generalizado

Una segunda familia surge de productos cartesianos, ésta es la construccién para una familia

arbitraria de espacios medibles.

Definicién 3.22 (o-Algebra Producto). Sea {X,}sca una familia indizada de conjuntos no

vacios,

X:HXQ

a€cA

y mo: X — X, la aplicacién proyeccidn; esto es, 7 ((T4)aca) = To. Si M, es una J—Algebra
en X,, para cada alpha, entonces definase la J—A/gebra producto en X siendo la U-Algebra

generada por

{r(E,) | Ea e M, a € A}

que serd denotada por Q) M,
a€cA

En el caso de productos enumerables la o-Algebra producto tiene una caracterizacién mas

simple e intuitiva:

Proposicion 3.23. ) M; es la o-Algebra generada por {ILienE; | B; € M}
iEN

Prueba. Sea F; € M;, entonces
(B =]] B
jeJ
donde

Eﬂ'_{Xj sij#i
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Por tanto, como X; € M,Vi € J (Definicién 2.17 parte 2), se tiene que

{x (B) | By e Misi e N} < {[] B | B € M.}

ieN
donde por la segunda afirmacién del Lema 2.22,
@ Mi ¢ M{[] B | B € Mi}).
ieN ieN
Se tiene también en particular que
H Ez = ﬂ WH(EZ'),
ieN ieN

luego

(3.3)

M1 B e M) c M{rE(B) | B e Mi e N) = @M,

ieN
se sigue de la primera afirmacién del Lema 2.22 que
ieN ieN
De (3.3) y (3.4), se tiene que

QMi = M({T] B | B e Mi}),

i€EN 1EN

i€EN

(3.4)

Lema 3.24. Sean M; = M(E;). Entonces @ M; = M({r; (E}) | E; € &;,j € J}). Enel

jedJ

caso enumerable, se tiene, @ M; = M({[[,c.n Ei | Ei € &,i € N}).

1€EN

Prueba. Por definicién de o-Algebra de Borel se tiene que, ® M,

jed
Ei,jeJt C @ M,;. Por otro lado, para cada j € J, el conjunto
jET

{ECX;|E; e M({rj (E)),j € J})}
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es una o-Algebra en X que contiene &; y por tanto M;. En otras palabras, 77 (E) €
M7 (E;) | Ej € €5, € J}), para todo B C My, luego @ M C {7 (E;) | Ej € &;,j €
jed

.

La segunda afirmacién se sigue de la primera en la demostracién de la proposicién anterior.

Definicion 3.25 (Espacio Separable). Un espacio topolégico X es separable si contiene un

subconjunto enumerable denso en X.

Teorema 3.26. Sean X,..., X, espacios métricos y X = []; X, dotado con la métrica

n n
producto. Entonces Q) Bx, C Bx. Si Xi,..., X, son separables, entonces ) Bx, = Bx.
i=1 =1

Prueba. Por la primera afirmacion del lema anterior,
®BX,L. = M{7(U;) | U; es abierto en X;,i=1,...,n}).
i=1

Como en la topologia producto 7 (U;) es un abierto en X, se sigue del Lema 2.22 que

7
n
® B% C By.
i=1
Asuma que X1, ..., X, son separables. Sea {xf}keN un subconjunto enumerable denso en

k

Xj para Ej; € &;, la coleccion enumerable de bolas centradas en z7 con radios racionales. Por

tanto, todo conjunto abierto en X; puede ser escrito como una unién enumerable de elementos
de &;, luego
BXj - M(5j>

Ademas de eso, el conjunto de puntos en X cuyas coordenadas estan entre los xf €s un

subconjunto enumerable denso en X y las bolas de radio r en X son productos de bola de
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radio r en los X, luego
By~ M({[[ 5 e e &)
i=j

Se sigue de la segunda afirmacién del lema anterior que Bx = ®;enM (&) = @ Bx;.
ieN

n

Corolario 3.27. By = Q) Bk.

i=1
Prueba. Como Q es subconjunto de los nimeros reales R, ademas QQ es enumerable y denso en
R implica que este ultimo es separable y por el Teorema 3.26 anterior se concluye la demostracién

de este resultado.
3.4 Medidas de Radon en Localmente Compactos

Definicion 3.28 (Caracterizacién por los sistemas fundamentales de vecindades). Sea X un
espacio topolégico, A C X, a € X y V, un Sistema fundamental de vecindades de a (por
ejemplo, la clase de todas las vecindades de a) recuérdese puntos adherentes: a es adherente
a A siy sélo si, para cada W € B,; entonces W N A # (). Utilizando este hecho, se obtiene a

partir de definiciones topoldgicas, las siguientes caracterizaciones:

1. El punto a es interior a A, si y sélo si, existe W € B,, tal que tal que W N (X \ A) = 0.
En otras palabras si, y sélo si W € B, tal que W C A. En particular y recordando la
definicién de sistema fundamental de vecindades, podemos decir que a es interior en A,

si y sélo si,A es una vecindad de a.

2. El punto a es exterior en A, si y sélo si, existe W € B, tal que W N A = () en otras

palabras, si y sélo si, existe W € B, tal que W C A\ A.
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3. El punto a es frontera en A si y sélo si, cualquiera que sea W € B, entonces W N A # ()

yWn(X\A) #0.

Definicion 3.29. Un espacio topoldgico Y se llama Localmente compacto si para cada y, € Y.
Existe un sistema fundamental de vecindades V,,, de vy, constituido por subconjuntos compactos
compactos o, lo que es lo mismo, si para cada gy, € Y, el conjunto de las vecindades compactas

de 7o, constituye un sistema fundamental de vecindades de ese punto.

Definicion 3.30. Considere un espacio topolégico localmente compacto separado X, de base
contable y sea la U—Algebra de los borelianos en X, By. Se llama Medida de Radon sobre X

a la medida p: Bx — R, tal que pu(K) < 400, para cada compacto K C X .

Proposicion 3.31. Dado un espacio topoldgico localmente compacto X, separado y de base
contable y considere Bx la J—Algebra de los borelianos de X, existe una vecindad V' de x con
(V) < 400 (condicién que se acostumbra expresar diciendo que p es una medida localmente

finita).

Prueba. Toda medida de Radon es localmente finita, ya que para cada =z € X se puede
considerar una vecindad compacta V' de x, la cual va por tanto verificar la condicién (V) <
+00. Suponga reciprocamente, que la medida y es localmente finita y considere un compacto
K C X arbitrario. Para cada = € K, existe una vecindad V, de x con u(V,) < +oo. Ya
que la familia de los interiores int V,, constituye una cobertura abierta de K, la propiedad de

las coberturas de los compactos implica la existencia de una parte finita J de K tal que esté

1Algunos autores como [Halmos, 2013], usan en vez de “Medida de Radon” la denominacién “Medida de
Borel”. Note que la definicién de medida de Radon podria haber sido dada sin la exigencia que el espacio tenga
una base contable, pero esa exigencia es importante para la mayoria de resultados que se establecen.
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contenida en la unién de int (V) con = € J, en particular K C |J V;, lo que implica

xeJ
p(K) <> (V) < +oo.
zeJ
Queda probado que p es una medida de Radon.
Escolio 3.32. 1. La medida de Lebesgue A, en los borelianos de R™, para n fijo, es una

medida de Radon, ya que los compactos son acotados. Del mismo modo las medidas de
Lebesgue-Stieltjes \,, en los borelianos de un intervalo abierto no vacio J, son medidas
de Radon, ya que cualquier compacto contenido en J esta contenido en un intervalo

semiabierto con extremos en J.

2. Si X es un conjunto contable, sobre el cual se considera la topologia discreta, X es un
espacio topoldgico localmente compacto, separado de base contable, la U-Algebra de los
borelianos estd constituida por todos los subconjuntos de X y la medida de conteo v es

una medida de Radon sobre X (ya que los conjuntos compactos son finitos).

En general, si yi: Bx — R, es una medida de Radon sobre el espacio topoldgico localmente
compacto, separado y de base contable X y si Y C X es subconjunto abierto o cerrado de X,
entonces Y con la topologia inducida es también un espacio topoldgico localmente compacto,
separado y de base contable y la restriccién de p a la J—Algebra By = Bx|y de los borelianos
de Y es una medida de Radon sobre Y.

Conclusién

En el presente apartado se observé algunos de los conceptos mas generales como la teoria

axiomatica de conjuntos, la medida de Lebesque en dimensiones superiores, la J—Algebra pro-

ducto generalizado y la medida de Radon en conjuntos localmente compactos.
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Conclusiones

1. Constriyase los espacios de medida sobre la o-dlgebra de los borelianos con aplicaciones
definidas en cualquier o-Algebra de Borel con valores en la o-algebra de los borelianos en

R.

2. Existen dos construcciones para determinar el cardinal de los borelianos es en R, ambos
determinan que su cardinal es de orden ¢ = 2%, es decir existen tantos conjuntos de

Borel como niimeros reales en la recta.

3. Existen otras medidas importantes como son la medida de Lebesgue y respecto a ella los
conjuntos medibles seglin Lebesgue, ellos son comparables con los borelianos en R y que
son mayores en cardinal. También existe la medida de Radon, que tiene vinculos con el

analisis y los grupos topoldgicos.

4. Se puede establecer la o-algebra producto de borelianos construyendo la familia que genera
esta U-Algebra, que es la familia de las imagenes inversas de conjuntos de Borel mediante
las aplicaciones proyeccién, el caso mas importante es aquel en la que se toma como
espacio topoldgico a los espacios métricos dotados de una distancia y el caso importante

los borelianos en R".

136



Recomendaciones y Sugerencias

1. Determinese la cardinalidad de la o-algebra de los conjuntos medibles segin Lebesgue.

2. Estldiese las medidas de Radon en relacién con la medida de Haar y hacer una clasificacion

de medidas generales existentes.

3. Estidiese Los conjuntos analiticos son imagenes continuas de borelianos y las jerarquias
de Borel, que involucran espacios separables en su caracterizacién y establezca dicha

clasificacion.

4. Estudiese la medida en Haar y otras como la medida de Wiener, con aplicaciones a la
probabilidad, medida de It6 entre otros y sus aplicaciones, para futuras investigaciones en
distintas disciplinas como la teoria de la medida y probabilidad, analisis arménico, grupos

continuos, entre otros.
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Anexos

Matriz de consistencia

Formulacion del | Objetivos Variables Metodologia
problema

Problema Objetivo General | Variable

General Independiente

i Como construir los
espacios de medida
sobre la U-Algebra
de los borelianos?
Problemas
especificos

i Cémo establecer la
J—Algebra producto
de los borelianos?

i Cual es el cardinal
de la o-Algebra de
los borelianos en R?

i Qué otras medidas
se

desprenden a partir
de la definicion de
medida de Borel?

Contruir los
espacios de medida
sobre la J—Algebra
de los borelianos
Objetivos
especificos
Establecer la
U—Algebra producto
de los borelianos

Determinar

el cardinal de Ia
U—Algebra de los
borelianos en R
Encontrar otras
medidas a partir
de las medidas de
Borel

Espacios de medida

Variable
dependiente

La J—Algebra de los
borelianos

Tipo de
Investigacion

El tipo
de investigacién es
basica a  nivel
descriptivo
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